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ПРЕДИСЛОВЕ КЪ ПЕРВОМУ ВЫПУСКУ. 


Куре интегрировашя днфференшальныхь уравнен!й, из- 
дазваемый мною, составлень для лек, читанныхъь мною 
студеитамь Варшавскато университета въ 1873—74 годахъ. 
При напечатанйе сдфааны были нфкоторыя пополненя п из- 
меня въ содержа курез, но програмиа и 6106065 ив- 
дожевя остались тВ же. Математичесяя лекши для студен- 
товъ, знакомящихся съ предметомъ по левщямь, по моему 
мифнйю, требують прежде всего сообщешя того, 910 по 
предмету впозей обработано. Имфя, въ виду лекШями под- 
тотовить слушателей ‘къ чтевно кабесическихь сочинений, 
веобходамо самую Форму изложены —везкоположеня, выра- ` 
меня правылъ и теорем, даже ируемы доказательстве —с0- 
гласить еъ общепринятою фориою. Поэтому нзкоторыя статьи 
этого курса прямо звиметвовавы мною изъ извёетныхь с0- 
чинснй Серре, Бооля и другихь. Однако я поззолиль себ 
и нёкоторыя уклонешя отъ псточвчковь, которыми я поль- 
зовался; эты укалонешя по преимуществу соетоять въ боль- 
шомъ развит пзафетныхь теор. На эти укловешя я счи- 
таю долгомъ обратать вниман!е читателей, знакомыхь съ 
предметом, 

1) Изелбдовав!е случая, котла пнтегрирующий множитель 
предетаваяеть симметричесвую функцёо перембнныхв (стр. 
48—49). . 

2) Интегрироваве уравяен!я Якоби (стр. 60-71). Пред- 
латаемый видь ивтегрерующаго множителя относится не 
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золько къ уравнению Якобн, но и къ урарнешаяме другаго 
вида. Частпый примфуъ укавываеть на способь разяожеши 
многочленовъ третьей степепи съ двумя перем ными на 
множнтели первой степени. Это разложеве не могло быть 
рзломено вполнз, так накь оно соботвеппо относнгея къ 
другимъ отдфламь математическаго Анализа. 

3) Нахождеме интегрирующаго множителя дня уравненй 
перваго порядка высшихь стененей и ннтегрирован!е веяв- 
жыхЪ уравнен! перваго порядка (стр. 74—85). Здфев пока- 
занъ пмемъ интегрировая въ случаВ возможности решить 
урявноше относительно одной вз» перемфиныхь. Случай, 
когда интеграруюз! мвожнтель однородная функдйя одной 
пзь перемфиныхь и производной отъ другой приводиеь къ 
нахождевио интеграловъ хотя въ еложномь, по конечному 
вндё. Сюда же можно отнести тотъ случай, когда урапнеше 
Кеи’)-=0 иди уравлеше Куд’)=зо ведем, въ опредёленио 
пда 2=59, пан кь уравнешю у-0. вАЪ 0 — вепомогалель- 
зая переминая. 

4) При пнтегрировани уравненй высшихь порядковъ (стр. 
118—120, 126—127) указана вытода употреблетя вепомо- 
тательной перемфиной, велфлетые чего интеграль получается 
въ зидБ системы друхъ уравцепи, 

5) Случай интеграрозавя уравнеяа: 
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косда А, постоянный коеффищенть, а сумма иыя’-нп”-- 
т" --п’”" постоянна; завмотвовань у Оерре, во изложенъ 
иначе. 

6) Задача о поверхности вращев, для которой средния 
хривазна въ различныхь точнахь постоянна, рЫшена пох- 
робво — показано приведеше къ оллиптическимь иптегра- 
замъ—и разобраны вс частные случам. 

7) Въ отаБлВ объ нвтегрирозая? линейныхь дифферея- 
шальныхь уравнешмй я пользуюсь. правилами теор! и опред- 
аптелей, которая, вавъ полагаю, преподается 35 паетозцес 


У 
время вездВ, ‘гдЁ преподается высш курсъ малематики, 
Эть теотйя даеть возможность представить частное рЬшене 
линейнаго уравнешя съ постоянными коеффителтами, но съ 
постёднНимЪ членомь, въ случа равныхь корней характери- 
стичнаго уравнешя, въ видЬ опредфдителя (203). 

8) В» тошь же отдав (стр. 207—214) показанъ иремь 
нахожденя частнаго ущеня линейныхь уравнейй съ по- 
сафдлимь членомъ при извзотномь вид сего послЗдннто. 
Этотъ премъ облегчаеть нзолфдоване рЫмешя въ нзкото- 
рыхъ частныхь случанхъ. 

9) Въ отявлЪ ТХ помбщено ивелБдоваще объ интегриро- 
ван линейных» днфферендчальныхь уравненй посредством 
множителя: выведено уравиен!е для опредфлешя множителя, 
показанъ видъ интеграла, когда ® частных значенй мно- 
вителя изаветны: дано доказательство теоремы Тнссо, оено- 
завное на опредфлени я ннтегрирующихь множителей дан- 
наго уравнен1я и наковець выведена теорема о взаимновти 
уравненй--даннаго и уравнев!я опредВаяющаго интегриру- 
ющ множитель. 

10) ОтдВаь Х содериютъ мало изолВдованные 50 сихъ 
поръ случаи интегрироватя уравненй съ трема перем$н- 
ями второй степени н втораго порадка. 

Считая примры п залазы необходимыми для обетоятель- 
паго изучены общей теор, я не оставияъ ви одной теоре- 
мы, и ни одного правила безъ задачи или объясненя на част- 
вом прямфрЪ. Н»которые взъ этьхъ примровъ продуманы 
мною и, позагаю, могуть быть интересны для читателей, 
занимающихся матемагикою. 

Курсъ мой, конечно, не изъят» отЪ недостатковь; не нифя 
возможности повторять чтеше курса яфеколько ль сряду, 
при чемъ существенные недостатки обнаружились бы сами 
60600, я конечно не могъ неправлать эти недостатки до- 
етепенно. ТБмф пе менфе я счель своею обязанностью на- 
печалаль свой нуреъ въ томф видЪ, казъ онъ вышель после 
хратковременваго пеполненя, потому что въ немъ дЪйстви- 
тельно находятся вамфчашя и чремм, полезные для начн- 
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нающихь изучать вмений курсъ анализа; наконець потому, 
что въ математической русеной литератур существуеть ие- 
достатокь сочиневй по предмету илтегрированя дифферек- 
цпальныхь уравценй. Сафдуюдуй выпускь, лечалиие кото- 
раго начнется, если позволят» обстоятельства, съ будущей 
осени, будеть содержать: пнтегрироване съ помоцию без- 
вонечныхь рядовъ п опредВленныхь интеграловъ и уравне- 
ня съ частнымя производными. 


Докторъ Малематики Н. Алекслевь. 


410 Апрбая 
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ЧИТЕГРАРОВАЮЕ ДЯФФЕРЕИЦИАЛЬНЫХЬ УРАВНЕНИЙ. 


1. Опредфлеше диференщальныхь уравнеп. Опрод еше обща- 

го литеграла и частваго рьшешя. Чието первыхь интегралов 

лиеференщальнаго уравцеяя 0-го порядка. Доказательетво суще- 
ствовашя нитеграла дифоеренщальнаго уравнент. 


$ 1. Дифферентальнымь уравненвемь пазываетея аналити- 
чески выраженпое соотношеще между произволными различ- 
ныхъ порядковъ, соотнолене, въ которое мосуть входить 
также и перем нныя, какъ завиеснмыя такъ н независимый. 

Днифференщальныя уравнев!1я, в5 которыхь производныя 
взяты относительно одной и той ще перемённой независи- 
мой, называются обыкновенными ди фферениальными уравне- 
зилми: дифференщальныя уравненя, въ которыхь производ- 
выз взяты относительно различныхь перемфаныхь независи- 
мыхь бызають изи ди ферениальныли уравненаямль съ част- 
ными ‘производными, когда содержать частныя производныя, 
паи полными дифференальными уравнейями, когда во- 
держать полные дифференд:алы всфхъ перемфнныхь завися- 
щихъ. Дифферевцтальное уравневе, содержащее дз пере- 
м8иныя, относитея всегда къ обыкновеннымь дифференщаль- 
нымъ уравненямь; хифференщальное уравнене, содержащее 
три леремфнныя, можеть быть обыкнозевнымь дифференц!- 
альнымгь уравненехтъ, уравненемь съ частными производными 
и полнымь диффереящальнымь уравнешемъ Въ томъ случа5, 
когда двЪ или болфе перемвнвнхь еуть функция одной для опре- 


дЬленя этихъь функц изъ ихь дифферевтальныхь соотеб- 
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шенй недостаточно одного уравненя, число уравнений долж- 
но равняться числу функдИ, и такъ въ этомь случа долж- 
зы ныЪть снотему совонупныхь дифференщальныхь уравне- 
и. ЕромБ того дофференщальния уравнешя раздъляются 
относительно порядка высшей производной на хафференци- 
альвых уравнены 1-го порядка, 2-го порядка и т. д. Нако- 
вець дифференщальныя уравнешя дрлятся по степени внс- 
змей производной на дифференщальныя уравневя 1-й, 2-й 
степени и т. д. Чтобы судить о стенени дифференхиальнаго 
уравненя, необходемо, чтобы это уразневе было алгебрам- 
ческиыь относительно высшей производной, освобождено отъ 
хорней надъ этою производной и приведено иъ виду алгеб- 
рааческаго цфлаго уравненя, расположеннаго по схгепенямь 
` высшей производной. 
Общ видъ диффереящальнаго уравнешя съ двумя пере- 
мвнинма сяфдующий: 


Общ видъ снетемы двухь совокупныхь дифференщаль- 
выхь уравненй съ двумя фувкщяыи уиги одною перенЪя- 
ною незавиевмою х саблующие 


^ Ру Ре 
(аль 42 , аРу 4: )=. 


ара фа 
Уравненше: ей на чо дафференщальное урав- 
^ \ 4% #5 ° 
не перваго порядка, второй степени. 


. 
Уравнене: р 


нене втораго порядка, первой степени. 


фу --с = 0 дифференщальное ураз- 


и . 
р —_ во уничтонеюи корней приво- 
@ @ ` р т 
днтея къ диффереящальному уравненио перваго порадка, вто- 
рой степени: 


Уравнен!е: 


0, въ которомь 


У а 42 
вненЁ: @ = 
равиеь & би 


2 есть фуякды перембнпыхь независимыхь я п у, п изъ ко- 
торыхь каждое разсматриваетея отдёльно, суть дифферон- 
диальныя уравнешя съ частными производными, первое — 
1-го порядка, второе — 9-го порядка. 

Уравнен1е: х4г--удх--еЯу=о-ополное дофферевшальное 
еъ одною функцею г и друма перемфнными пезавненмими ии. 

Интегрироваль дифференщазьное уравневе значить 
найти между тёин же перемфаными, которыз входять въ 
данное дифференщальное уравнете, такое уравневе без. 
производныхь выстахо порядка, хоторое удовлетворяло бв 
данному дифференщальному уравненю значенями входящих, 
въ вего перемфиныхь зазисимыхь п ихъ производныхь при 
зсфхъ значеныхь перемфнныхь независимыхь *) п которое 
ямвао бы съ даннымь дифференшяльнымь уравнешезь оди- 
лаковую степень обиуности. 

Чтобы объяснить, что мы разумфемъ подъ словами 0ди- 
наковую степень общности, покажежь геометрическое виа- 
чене дифференщальнаго уразнемя перваго поридьа. Обр 
па ди форониуильнаго уравненз перваго порядка, елфду, 


д 
(=, Уа г. = 0, ван 68) 


*) Въ уфкоторыхь случаяхл кля значен1й перезбаныхь чезввисиунсха, 
когуть быть увазаны прелфлы ихъ пзыбпен!я, виф воторыху налден- 
ные интеграны теряютт смысль; но # в Утихе сяфчаяхт Послдше 
холины удовнетворять вышеупомянутьйть убзовзивтидая мефяъ враченй 
леремённыхь независтиыхь эшутри вредёлодь: 
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. а 
оно опредфляеть значене производной Г. по даннымъ зва- 
ченныь 2“? и у. Можеть олучизьел, что дая произ 
водвой получается нфеколько различныхь зваченй, во мы 
изъ опрелвхенваго зисль различныхь значев производ- 
вой го будемъ равематривать какое-либо одно значеше, ве- 
реходя къ емежному значенно производной по закону не- 
прерывноетп. Пуеть у озвачаеть ордипату н$которой кри- 


: т 
вой, х- воотвЪтетвующую абещиссу, 1. „ озвачаеть таи- 


генеъ угла, составляемаго касательною въ ‚? потитетвующей 
точкВ съ осью и”, а данное дифференщальное уравненте: 
о) знразаеть нфкоторое свойство касательной кт 
хризой, ураввещемь которой служить ивтеграяъ даннаго диф- 
феревщальнаго уравненя, Но свойству касательной можно. 
построить кривую, если только условимся въ положен на- 
зальной точки этой кривой, 
Пусть ОР=ах н МР=ь 
коорденаты пролзвольной началь- 
ной точки 11; проведемь прамую 
т’ МТ, составляющую съ оеью 5" 

уголь а, такъ, что 9%, == 9 (2,9). 
__ Тавъ навъ олементь касательной 
[п РР `` п олементь кривой вв смежно- 
сти 65 тозкою кавашя совпадають, то можно считать 
точку М чежащую на касательной МТ въ безконечно-близ- 
комъ разетолн оть 2 за точку грилой, и потому мы 
получииь координаты другой точен М’ краевой ОР’ = м п 
МР’ ==; по этим коорливатамь изъ уравиевя #95, == 
$(@ау,} опредфлимъ позожеше касательной ЛГ’, ва этой 
касательной возьмемъ еще точку Л” безковечио-близкую къ 
М, вт. д. Тавамь образомв мы получямь ломаную линНо, 
которая тмъ ближе въ ифкоторой опредфленной кривой, 
звуъ стороны ломаной лия мевьше. ПредЪль въ которому 
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ириближается ломаная лин по мфрф уменьшетя сторовъ ея 
и представляетъ очевидно ту кривую, касательная къ кото- 
рой имЪеть свойство, выражаемое далнымъ дифферещаль- 
НЫМЬ уравневмемъ. Если мы найдемъ аналитическое соот- 
ношен1е между ординатою и абециееою, которое необходимо 
‹уществуеть, какъ скоро кривая хана, не произвольно, но по- 
средствомъ иввЪотныхь математических соотнотленйй, то 
это соотнонете можеть замфнить данное дифференщельное 
уравнене, ибо 0б& зыражаютъь одну н ту ше зависимость 
у‘ оть 2. Это еоотношеше п составлястф въ томъ случаз, 
когда оно выражено уравнешемь, интеграль даннаго диф- 
ференщальнаго уравненм. Но впозн® ли замфняеть это с0- 
отношене между ул 2 данное дифферендальное уравне- 
ие? Прямо видно, что соотношен!е это принадлежить толь- 
ко извфетной кривой, имфющей начало въ М, тогда кавъ 
дифференщальное уравнен!е оставляеть это начало. совер- 
шенно произвольнымъ, и потому это уравнеше принадле- 
ить безчиеленному множеству кривыхъ, разнящихся между 
<0б0ю не только половещемъ, но и ведомъ; кривая же, им#- 
ющая начало въ М составляеть частный случай этихъ кри- 
ВЫХЪ, Для того чтобы начало кривой оставалось произволь- 
нымЪ, стоить только ввестп въ конечное еоотношен!е между 
ун = произвольную постоянную, не входащую въ дифферен- 
цальное уравнен!е, такъ чтобы для данной величины \х, напр. 
д, воотЕвтетвующая ордивата, будучи азвфетною. фунвщею 
2, оставалась олнахожъ произвольною. Тогда конечное с0- 
отношен!е между у их будегь принадлежать также безчислен- 
ному множеству кривыхъ, имфющнхь свойство, виражаемое 
дифференщальнымь уравнешемъ и потому будеть имфть оди- 
наковую степень общности съ дифференхальнымь уравне- 
з1емъ. Такое конечное соотношеше между у и х, зам наю- 
щее вподнВ данное дифферендальное уравнене, будучи вы- 
ражено уравнешемь, вазывается общимь  олипералом» 
дифференцальнаго уравненя. Общ интеграль собтав 
ляеть уравнеше, оть дифферендированы котораго по ие- 
влючени постоянЕой произвольной величины  получает- 
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ся данное диффереатальное уравневе. Итакъ общий пн- 
теграль долженъ удовлетворять двумъ уеловшиь: 1) зва- 


; @у - _ 
чены у и его производной г. будучи опредёлены изъ об- 


паго интеграла и вставлены въ дифференшальное уравне- 
31, должны удовлетворять сему послёлиему т.е. обращать 
его въ тожеетво; 2) общй интеграль должень содержать 
зостоянную величину, не входящую въ дифференцальнее 
уравнеще, 


Пусть И, у, 0 ==0, тд с постоянная произвольная яе- 
зичина, представляеть общий внтеграль дифференщальнаго 


4 
урагненн перваго порядка (зы == 0; поетолявая с не 


должна входить въ послЪднее уравнеше, поэтому деф- 
фереящальное уравнен!е получается чрезъ исключеше с изъ 
двухь уравнени: данпаго (т, у, с) = 0 и его первой про- 

Е аЕ а 
Узводной —— + —.--==0. Можеть случитьея, что дифферен- 

у Чу 
цироваше пряхо позедеть къ неключенио постознной с, 2% 
такомъ елучаВ первая производная отъ уравнен!я №(27.,е} = 0 


5 : 4 
долвна быть тожествениа съ уравнешемь (> 1,4%) = 9. 


Если, въ общемь интеграл произвольной постоянной дадиуь 
какое-вибудь чаетное значене, 10 соотношев!е мазду уни 
а, получаемое при этомь изъ общаео натеграла, удовлотво- 
ряа дифференщальвому уравнению, называется частных ин- 
араломв; Бывають ‘случаи, что дифференшальному урав. 
невию уловлетворяють уравнешя съ производными порядка. 
нисшахо, чВиъ въ дифференальвномъ, которыя не содер- 
жатъ нроязвольныхь постоянныхь и не могутъ быть вы- 
ведены изъ общаго витеграла чрезъ задание” произвольнымъ 
постояннымь опредфленкыхь и конечныхь значенй. Така 
рЬшеня дифференщельныхь уравнев навываются особыми 
ибтенралани или особыми рюлиенбялиь. ^ 


& 3. Примёра: 1. Дифферендеруя уравнеяе: уче (1), 


Ш 1 — 


4 
получаемь: 3.50 {2), исключая с изъ этихъ двухь уравно- 
16, получимь дифференщальное уравнеше первато порядка: 
Я . 
т {8), отвоснтельно котораго уравнеье (1) елужить 


первообразнымз полным уравненема пли общимь инипефа- 
у 


дом. Если уравнене (1) напишем въ таком видф: 

то дифферендируя его прямо исключаемъ постоянное с и 
. у 

получавиь уравненю: 2. — узо, тожественное въ {3}. Хо- 


тя уравнене (1) удовлетворяеть уразнешю (2}; во уравие- 
ве (1) не можеть быть общиме интеграломь уравнешя (2), 
потому 9т0 чиело постоянных въ обонуъ уравненяхь оди- 
наково. Общ интеграль уразяёай (2) ужех-н о" (4); оче- 
видно, чго уравнене (1) получаетея изъ уравненя (4), при- 
писывая постоянной с’ значене равное нузю, и уравкеше 
(1) есть частный иотеграль уравнения (2). Уравнешя (1) п 
(4) выражають прямую, но уравнеше (1) выражаеть прямую, 
проходяаую чрезъ начало координать, тогда какъ уравнеше 
(4) не опредФляеть зи одной точки, чрезъ которую прямая 
проходить, А потому оно имфеть одинаковую степевь обп:- 
ности съ уравнешемъ (2). в 


2. Дифференцируя уравнеше: у = Ос?" (1), имфемъ: р 


==Сав“” (2); поклочая изъ уравненй (1) и (2) постоянную 
С получимь дифференщальное уравнев!е перваго порядка: 
Га 
в 39 = 0 (3), для котораго уравнене (1) сзужять перво- 
образным полнымъ уравненемь; общий же ннтегралъ урав- 
ненёя (2) сяёдующи Ое“® + С’; уравнене (1) получается 
35ъ этого общаго интеграза, давая С’ значеве нуля, Иеклю- 
чая изъ уравнений (1) и (2} постоянную а, получаемъ ару- 
@_у 
ата 09 — 


1090) (4), кля котораго уравнене (1) слушать общимъ пнте- 


гое дифферевщельное уразненге перваго порядка: 
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траломъ. Отвуда видимь, что первообразное уравневе, с0- 
держащее двВ постоянныя, можеть выбть два различныхь 
дифферевщальныхь уравневй перваго порядка. Вели про- 
дифферевдируемь уравнене (3) п исключимь изъ получен- 
ченнаго диффереящальнато уразнешя и уравнемя (3) по- 
стоянную а, то получимь дафференщальное уравнене в10- 
у (и 
ЧА 
цальное уравнеше иолучитея исключая С изъ уравненя (4) 
и изз получаемато чзъ того ше уравневя (4) дьфференыь 
альнаго уравнешн. Отсюда видимъ, что длфферевщальное 
уравнеше втораго порядка (5) пыфеть два общихь интегра- 
ла (3) и (4); каждое изъ нихъ заключветь по одной `посто- 
янвой. Сравнивая въ уравнешяхь (3) и (4) первыя произ- 
водная, мы исключаемь первую производную и получаемъ 
ховечвое соотношене между ун я съ двума постоавными; 
поэтому это соотношен!е должно быть общимъ интеграломъ 
втораго порядка для урзвневя (5). Это соотношене ел$ду- 
щее: ах == 09% — 1090; очевидно, что оно тожественно съ ура- 
внешемъ (1). 


В 
рато порадка: у. ) =0(5). Тоже самое дафферен- 


$ 4. Перейдемь теперь къ разсмотрёню дифференщаль- 
ныхъ уравненй втораго и выошихь порадеовъ. Возьмемь 
уравнеше: 
Ее, ув, бр п) 
съ двумя постоянными произвольными; дифференцируя это 
уравнене два раза, получимъ: 


аР аЕ аи _ 6) 
вау м 
ФЕ ФГ ау @Г/а’\ аЕРФу 
а Кади в Ка) "аут 


б (3). 


Изь трехь уравнен (1), (2) и (3) можно исключить дз по- 
етоянныя @ и 6; произведя это исключене, получииь диф- 
феревшальное уравнене 9-го порядка, въ которое не вхо- 
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дять постоянныя < ифи относительно котораго уравнеше (1) 
еоставляетъ полное первообразное уравнеше или обнИй инте- 
гралъ. 

Примфрь Дафференцируя уравневе: у — ах? + 65, по- 


@ 
лучимь: п = Зах -- 5; исключая изъ этихъ двухь уравне- 
[Е 


: Чи з ' . 
Ш постоянную 6, получимь: у = а, дифференц!- 


альное уразневе перваго порядка, освобожденное оть по- 
стоянной 5. Дифферендируя это послёднее уразыене и ис- 


„Фу й 
ключая а, получим: Зу — 2% Жи =о дифферени- 
: 


зльное уравнеше втораго порядка, освобожденное отъ п0- 
етоянныхь @ и $. Вмфето того, чтобы исключить сначала $ 
изъ данваго уравнешя н его производной, а потомъ уже 
исключить 4, мы могли бы сначала исключить @ а потомъ 
$; пли, дифференцируя данное уравневе два раза, изъ трехъ 
уравнен!: даннаго, его первой производной и его второй 
производной исключить заразь &, и 6. При везхь различ- 
ныхь способахь исключеня результатъ получается одинъ и 
тоть же, Вообще: зорядокз исключеня постоянные изз дан- 
назо конечно уравненя и ею производнииь не имъеть 
виянав на окончательно получаемое дифференийальное урав- 
нене. Олфдующее разсуждеше заимствованное у Бертрана *) 
можеть служить доказательством этого предложен!я. Возь- 
мемъ уравнене, содержащее двф перемнныхь хиуия 
проазвольныхь постоянныхь. 


Р(%, 9, 6, с... ..6,) ==0 


Дифференцируя это уравнене я разъ, составимь п новыхь 
уравнен!, еъ помощио которыхь можно исключить я по- 
етОЯННЫхЬ С,, 6,,... 6. `Для достиженыя этой цели можно го- 
ступать различными способамя; но казе-бы премы не уно- 


*) ие бе Сас. 4. сё &е Оаю. Нива рат Веги. т. 1 
раве 191. 
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требляли хля исключешя постоянныхь—обончательный ре- 
зультать поел исключеня получится одинъ и тоть же, ДЬ- 
ствительно для какого вибудь значешя х можно задаться 
соотв тетвующими значениями а и значешями его я—1 
проазводныхъ; зогда изъ данкаго уравнешя и изъ п—1 ура- 
внев{й, получаемихь чрезь послфдовательное ето дифферен- 


цирозаше, можемъ опредёлить поетоянчыя с, с,,..6,», и по 


. 9,9 
этимъ зеличинамъ найти значеве Г . Итакъ по даннымь 
® 


м бу производная “у опре 
др ва” ай е ПРОВВОДНАЯ ря Опр 


дВляется вояюй-разъ вполнф, схдовательно уравнеше, ко- 
т. 


9 
торое выражаеть зависимость р оть этихъ величин, впох- 


нЪ опредвленяое и должно быть всегда одно и тоже какой 
бы способъ не быль употреблень дзя его нахожденя. 


$5. Дифференцаруя уравневте: 
у— Себе 08, (1) 


2, у п произтоднымъ. = 


но. пав = бае“ "= Сет, (2) 


исключая С получим: 


пу 5 04—57 (8 


Дифференцируа послфднее уравнен:е, получим: 


и 4 
“р мы - ое (4, 


исключая изъ уравнены (3) и (4) постоянную С’, яолучяуъ: 


— 1 - 


Это есть искомое дифференилальное уравнене втораго по- 
рядка. Если же изъ уравнения (1) п (2) пеключимь сначала 
постоянную С’, то получимъ: 


[а —@ = 06—98"? (6). 


Дафферендируя это уравненше и исключая С, получили бы 
уравнеше (5}. Уравнеше {1) есть поляое первообразное урав- 
вея!е относительно диффереящ!альнаго уравненшя (5), пере- 
ходныя же уравневя {3) п (6), содерващя по сравненто 
съ дифференщальнымь одной постоянной болфе, суть мер- 
вые читералы дифферевщальнаго ураввеня 2-го порядка 
(5). Отсюда видимъ, что дифференщальное уравнене втораго 
порящка нмфетъ два первихь интеграла. Вообще, если имф- 
емъ первообразное уравнеше съ # постоянными: 


Рори, дне 0, 


то взъ этого уравневя и его первой производной можно 
исключить какую-угодно изъ постоянныхь, и потому, исклю- 
чая по порядку сначала с,, потомь с, и т. д., получимь % 
двфференщельныхь уравнешй 1-го порядка, изъ которыхь 
каждое содержить я—1 постоянныхь произвольныхь; но такъ 
хакъ эти уравневя получаются чрезъ исключеве изъ двуле 
уравнеяй, то изъ упомянутыхь % уразненй только два не- 
зависимыхь, а проч{я суть ихь слёдетвя, Такъ какъ днффе- 
ренщельное уравнене втораго порядка составляетея чрезь 
псключене двухъ изъ ® постоянныхъ, то дифференщальныхь 
уравнев втораго порядка будеть етолько, сколько можно 


одфлать сочетвый изъ я букръ по дв т.е. 


изъ этихь дифференщальныхь уравнев!й содержить и-—2 
постоянныхь; и на осповавш тото, что эти уравневя полу- 
чаются чрезъ исключеня двухъ постоянныхь изъ трехъ ураз- 
нен{й; даннаго, его первой производной п его второй пропз- 
яи— 1) 


зодной, заключимь, что изъ 5 


дифференщальныхь 
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уравненй втораго порядка только тра везазискмыхь урав- 
нешя, & прочя суть ихь слфдотыя. Продолжая исключены 
имземъ слфдующую теорему: 

Пефвообразное уравнеше сз двумя перомъиными чу и 
а произвольными постоянными имтеть: 


п (п — 1). (8 — +1) 
1.2.4.0 


Эифференлиальныхь уравнен зи-ю порядка, каждое сз п— 
зи. постоянными; изь отизь уравнений ты порядка (полая 
8 < п) пюльо т -= 1 независильсь. 

Дифференолальное уравнеще #-го порядка только одно, 
что очевидно получимь, есав положимъ и = и. Дифференя!- 
альныхь уравненй (п — 1)-го порядка 2, что получаем, по- 
лагая т==н-— 1, изъ нахъ вов я иезавясныы, а тахъ какъ 
яифференщальныя уравнеша я — 1-го порядеа служать яер- 
вымиь интералами дифференцальваго ураввешя я-го по- 
радка, то ныфемь, что дифферевщельное уравнен!е *-го по- 
рядка иметь и мервыхь интезраловь между собою незави- 
симыхь, и каждый изъ этихъ интеграловь содержить по од- 
ной постоянной. 

Если изъ этнхъ в первыхь интеграловъ, въ которые вхо- 
дязъ # —1 производныхь различныхь порадковъ, начиная 


сть перваго до 1-го включительно т,-е Чу Фи г чу 
ревго --6 рае аЕиНь 


исключиыь эти нроизводныя, то полузимъ одно конечное 
еботношене между перемфнными 5 в 9, содержащее в про- 
узвозьныхь постоявныхь. Поэтому это соотномене будетъ 
общимъ интеграломъ данкаго дифференщальнаго уразвненя 
л-го порядка. 


Примфръ: уравненн перваго порадка: 
° „й _ о — 
9: 2 = 0 (1 ху —мщ = $ (2} 


- де дифференцироваи я неключени изъ этихь ураввеый и 
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ихъ произволныхь ностоянныхь ви ь приводять къ одно- 
му и томуже дифференщальному уравнению втораго порядка, 
& именно къ сафхующему: 


а: 
+ (шв ® 


р . . .% 
Поэтому данныя дифференцальныя уравнешя суть первые 
интегралы уравнения (3), а первообразное полное уравнев!е 
лли обийй интеграль позучится, вели изъ уравненй (1) и (2) 


му 
поключинь производную = т . Иеключая эту производную на 


дЪяЪ, получимь оби раз въ такомь вид: 


$6. Пусть дифференщальное уравнеше я-го порядка им*- 
етъ я елФдующихь перрыхъ интегралов: 


( ау 49 
112, 9, . 


Е) 


а Ч 


з 
= 

& 
аа 
> 


ва 4 @ ы 
ыы (+ Ура" де), 


тд @, @,,..@, различныя постоянвыя произвольныя вези- 
зины. Для псключевя постоянныхь 4, а,..а, дифференци- 
руя предыдушия уравнен!я, чолучимъ ® уравнен!# слФдующа- 


го вида 
<. й 
ди)" 


(+ (аи 


пли проще: 


4, . 
дет). У =0, 
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По предыдущему ве} эти уравнешя между собою тожествен- 
ны и тожеетвенны съ даннымъ дифференщальнымь ураз- 
@ 90; . 
ненемь, т.-е. если = ==0. тон —^7 = 0, гд$ $ ни] ше. 60- 
? @> 9% ыы 7 
з%е п. Итакь если дано дифференщельное уравнеше то 
должны существовать и уравненя вида: ' 


а 


Какая-либо фунищы произвольных» ‘постоянныхь, папри- 
м$ръ: Ф(а, а,..0,) есть такие произвольная постоянная, ко- 
торую означимь чрез С, поэтому 


Фо, Физ) = 6 
есть также первый интеграль того же дифферениальнаго 
уравненя. Дфйствительно, диффереяцируя послфднее ураз- 
неше и подставляя значения у^* и пронзводныхь, получае- 
мныхь изъ него, вь дифферепщальное уравнене я-го поряд- 
ха; мы праходимь къ тожостяу, сверхъ того предыдущее 
уравневе не заключая я-ной производной содержить одяой 


. 2 . 
постоянной болфе чёмъ уравнене т 0. Уравнеше 


4? 
предетаваяеть общ видъ первьго идтеграла; пзъ этого .0б- 
зщаго вида при различныхъ положен!яхь относительно вида 
функции Ф получается безчисленное ывожесхво первых ин- 
теграловъ. дня одного и того же дифференциальнаго уравие- 
ая, но независимыхь мевду собою первыхъ интеграловь. 
только п, прое онтегралы суть ихь слфдеотвя. 

$ 7. Хотя геометричеекое построеше кривой по евой- 
ству, выражаемому дифферевщальнымь уравнешемъ 1-го 
порядка, служить довольно яснымь доказательствомь су- 
ществовавя интеграла, во мы изложимъ здфеь такие и 
доказательство аналитическое, заиметвуя его иИзь сочиненя 
8110$ и Вопамее Тубоме 4ез ФопсНолз еШричиез. Это докава- 
тельство приведеть насъ къ самому общему способу ните- 


4) = 


—_ в — 


грировазя дифференщальныхь уравиен посредетвомв без- 
ковечныхь рядовъ. Оно основывается на теоремахъ изловен- 
ныхь нами въ отдЪлф объ опредфленныхь интегралахь и на 
теоремахь, вытекающихх изъ упомянутихь теоремъ, какъ 
ел детвйя. ` 

Первая изъ основных теоремъ слфдующая: 

сли функщя 2 синектическая для известной части плос- 
кости еъ простымъ контуромъ и если означимь чрезь 2, ка- 
кую-либо точку въ этой части плоскости, а чрезъ и модуль 
ынимой перемнной 2—2 то 


Эл 
Пед =а . Ре тон) @, 


1.2.3 


Эт. + 


и па рн, 40. (0) *) 

“Гочно также имфенъ для функции двухъ перемфнныхе: есла 
функшя /(, у) синектическая зъ азвъстныхь предфлахь от 
носительно кзвдой изъ перемённыхь, то въ тёхь ше пре- 
дВлахь: 


ие 


р Ге, и)= 
гу 
2л 25 


"| Иау-ьтеВ у че в 
о) о 


Означиыь чрезь т ваибольшое значене модуля {(а; + 76) 
оть 9==0 до 6 ==т, считая г постозннымь; и въ уравнеше 
{2} выфето каждаго изъ элементов интеграла вставимъ 14, 
тогда получижы 


ава). 


свод. Иа) ии, 


*) (м. Тьбоме @ез Хоп, еридиев. Виоб её Вои0иеь. 2 вай. раке, 
340. ® 
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Точно также означамъ чрезх М наибольшое значен!е модуля 
функии: Унтё, уз 28%) считая г к г’ постоявными, 
получимь: 

вт’ 


ход. 2 
му 


1.2.3. ил.2,34их 
Раз) отит. М. (5) 


Въ поелёдней формул >’ есть модуль мнимой перемфиной 

=У— № 

Соетавиыъ теперь функцию 2(2, у) чаетныя производныя 
которой по х ну при данныхь значеняхь з, у) ги?’ рав- 
яались бы твыъ выражешямь, ‘которыя служать высмами 
предёлами для соотвфтетвующихь зваченй модулей пронз- 

. водныхь оть функии {(х, у). Такова фунешя: 


) (:- и—9 ") 

ый 
Эта дробь разлагается въ безконечный радь елЗдующаго 
вида: 


Озназая этоть рядъ чрезъ ф (т, у), ныемы: 


я+ 


р 


т.е. частныя производных оть © при х =, и у=у, суть 
величины дфйствительныя и положитезьныя. 
Возьмемъ теперь дифференщальное ураввене перваго по- 
рядка: 
№ 


Ро = (2, 3), 


тдВ функщя Г(х, у) снвектическая въ извёетныхь предё- 
лахъ. Дифференцеруя предыдущее уравнене, получаем: 
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Фа (“ ЧЕ -@) ). 
= (1 Фи 


ат и Чу у 
во) в“ т Е Е 4” 


у уе 


ПА СЯ 
итд 


Изъ отихь уравнетй пуехь: 


ал Е 
-(# =, 


) =.) „Азы 
ов ут 


она зузнуо 


в Р-н Иль ь Син (6) 


зе узи ©“ 


а: 
--р ‚в (а ) 
ое 57 ли ту 
9/\ 
(а), 
и У, 


ит 


Изъ этихъ уразненй мы опредзлимъ: 


Ч а ‚пт 
И и, ? "л, 
«ТУ ить узи 57 м? уу 


в по тайлоровой теорем позучамь безконечный рядъ для 
зыражешя у по я. 


у е—, 3/43 
ео) 5) 


{7} 
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Сравпимь полученный рядъ (7) еъ другимъ рядом», про- 
псхолящимъ офъ дифферопщальнаго уравнения: 


Чу т, У)табо( у, 


Для опредфлешя коеффиевтовь при различныхь степе- 
няхь разностей т — 2, хифферепцируем уравнее (8) п въ 
производныхт полагаемь т==Ж, из, нолучимт: 


ау 
(=) = $? % 

гу Я 
(==). = Рбвиь) -= Вубн (в), 


(=), = 


в 


Опредфливъ изъ этихъ уравиешй: (=) (©) .. ко- 
0) 


торыя, какъ увидим, будуть нмфть значешя копечоня, по 
Тайхоровой теорем получимт: 


[2 — иж}: /У 
Уи в- (=) “з к". @), " 19) 
а .з о 


Сраваямъ теперь уравиевя (9) служашйя къ опредфленно 


У У . 
.произноднихь =) „. ©ъ уравнешями (6), елу- 


Ея 


° 
едфленно производоыхт 9 Ей 
жащими эл, опредфл И |) Аа), 


Очевидно, что 
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8 га . 
зпоф (“= то@ ау.) („)= © (2) = М, 


потому что М ваибольшая величина модуля функщи Ду). 


Далфе по (5) моб. Р.И) == Ре) 


тод. Ру) т: = Бур @ь) 


Слфховательно ой Чу 2) < ФУ 
ах 


Продолжая. такимъ образомъ, получимъ вообще: 


Ру д" 
той. =) < = ) 


Отеюдь слфдуеть, что если ин одна изъ производныхь 
ву Фу не обращается въ безконечность т.е. 
4х ая /® ^ рагу ^^ 
если рядъ (10) сходящуйся, тои рядъ (7) сходящися. Схо- 
димоеть ряда (10) доказать легко, потому что изъ уравненй 
{8) можно найти функцьо У, слфдовательно доказать дЁЙ- 
ствительност, существовавя функции У. 

Фуввцйя У опредфляется дифференцйальнымь уравненемь: 


ау 


8) 25) 


и ублонемь, что при % =%,, =. Положив: 


2% и,1 Уи 


“ г 


х, ныфемъ: 


г’ М , Меди 
„ ИЛИ 7'64ё = 
тди 4 и, 


5* 


4 „и, ЧУ т’ д, и 
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Облий пнтограл этого уравнея слблующие. 
293 — Моди -- (5 


пли подетавляя выВето о и % ихъ величины: 


Полагая при хх н У==у плывем С==». Итакы 


9(У— и) — (=) мно ( 1— 


р 


воть уравнете служащее къ опредфлешю фупкши У, изъ 
него получаемъ: . 


Доказавити существовае функщи У-—ика, мы заключаемт: 
Интеграль дифференальнаго уравненя 


ау 
в= №9 


выражается безкопечвымь сходящимся радомъ: 


ау (#—)" /Фу\ _ 
уфи=@-—=) (#) = 18 2), 


‘если функкая (т, у) представляеть сннектическую функцио. 

$ 8. Интогрироваше дифференщальныхь уравненй посред- 
ствомь безконечныхь рядовъ -будеть изложено впослвд- 
ста подробно, ‘здесь же покажемъ простьйнИя приложеня 


предидущей хеори, 


и 
1. Примфръ; туча. 


Вторая часть этого уравненя сипентическая фунищя хп 
у при вефхь копечныхъ значешяхь перемвннинхь, поэтому мы 
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зоженъ приложить къ ивлегрированио этого уравневя тай- 
дорову етроку. . 
Изъ предыдущато уравнешя получаемь: 
4" Фу 


Фу у м Фу 
= ие! 1--у--а, ия ИТД. ДлЯ ат 


`Слфдовательно: 


ау а е-в’ @—щ 
ие) (2). [ая 


ео (9), =) е-еаньны 


=—-иу +” потому предыду- 


щее равенство приметь видъ: 
1-ну--в= чи нли).е" 


Или полакал (1+. -5%,}е "= 6, гл С произвольная по- 
стоянная 


Ту 


3. Примврь: 


Означая чрезъ 0 одпаъ изъ ьорней уравнешя: 0—1=0, 


имфемь: выражене 9 у; фупкщя еннектическая, 
вели только у перавно 5", ибо при у=х три различныя 

: “у 
значения производной т. 
ея 
омежное зиачеле производной будеть неопредвленное, При 
этомъ ограничени я производная 2-й части функща синек- 
тичесная. Поэтому, исключая случай у=, можно приложить 


дблаютея разными ‚и еяждующее 


— 53 — 
теорему Тайлора къ нахожденно интеграла. Динфферендаруа 
уравнен!е. 


з 
о Уу—% получимы: 


у бу За) 
а 3 3: 


44 06-2) В. 1.0 уу 


в г 
99 0 (— 3.1.1.3.0 уфа) 
йа 8 = 34 

2% 50-2) 3.11.8.5 0-1 
а 83 = 33 


Вообще легко видёть, что ‘производная эм-ивго порядка, на- 
чиназ ео второй пыфеть слдуюцщй виде: 
. ат 
"у _3.1.1.8.5...(9т—5)0”(у—з) з 


"= ры 


— 
Поэтому, полагая для краткости (у,—2) з==а, получимъ: 


. 9-8) (1) 


(2—.)” 3.1.1 
2..1 
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эн 


311 (2—5) 
.9 "9  /—е- аа 
„т ( 8 _ * 


1 = 9 
ау т . 


тн 


Легко водфть, что (—1)”. ость ж-пый бино- 


зальлый коеффищенть от показателя $ слфдовательно: 


1 
уж 2 


от Ва-а, 0 


110 молиюо привести къ слёлующему ваду: 


оу ( Ув, -&) 95-9) 

Замфенмь, что данному дифференщальному уразвенйо удо- 
влехроряеть рфшеше у==х, не заключающееся въ этомЪ об- 
щемь иитегралБ (потому что нельзя дать у, такого частнаРо 
значены, при которомъ получалось бы у==у). Это рёшеше, 
не заключающееся въ общемт р№шент, составляеть соглае- 
НО ©5582 особый интефаие. 

$ 9. Можно распространить предыдущее доказательство 
существованя ннтеграля вообще на уравнен!е я-Ро порядка: 


и 
Е У, у". 
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сези фувищя второй чаетн сннектическая отпосительно вебяъ 
персмфнныхь 2, 9, у’, у",...у"-®. Дифференцируя преди- 
дущее уравнеше, получныь: 
ЧЕ 
ОО ЛИ 91 


ау (ар 
Чат ау = (1). у- Е ^ 


- Если положимь, что 2“. равному 2, соотвЪтетвують зна- 
зевм у, У 9”, т". причемъ очевидно, что чнело 
этихь постознныхь равно #9, то изъ дапнаго уравнешя опре- 
дблимъ у", & изъ предыдущаго у”; хифферевцируя ве 
поелфдаее уравкеше, получемь: у, в „ин по тай- 
лоровой теоремВ нолучимг 


, а— 
по ранее 


‚еп 
-- (#— у ©-—1 
1.3 м ы 


Это рьшевше водержизь ль произвольныхь постонниауь, а 
нотому зеть оби иптегралъ. 


1. Прьмбр: и дифференцируя иметь: 


4 
—; Поэтому: 


Фу #4 ._@}у } 
а? 


че” ” д" 


47” 


9% у [= 
у--ф ну, [е”*°— 1], или, полагая уу 
у-=0--Се*, 
[] 


5 Арт: Куда: 
9. Прим ру: Я-А, отвуди 


в) У, . 
в, Уи АНУ 


г гу 
и... уу у" у 
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, а а 
у— у, [© 5) 3 19845" 


2—2) (2—9) 
[ 12 а. .] 


о ет], или 


№ 


раые*-- Вет ®, гдф А 3.0", В: 


р] 


Должно зам тать, что невеегда сходнийеся ряды, поеред- 
ствомъ которыхь выражаетея интеграль даннаго дифферен- 
шальнато уравпевйя, могуть быть замфнены извфетною фун- 
кщею. . 


П. Ивтекриротае дифоерешиальныхь уравнешй первако поряд. 

ка и первой стелени. Раздьяеше перемфнныхь в диеференцяль- 

иемь уравненн. Ицтегрировае одпородиыхь уравнений. Ниченрие 

роваце линсйнаго уравнелё. Нитегрироваше точных диоферен- 
щальныхь уравнений. 


$ 10. Когда дифференилальное уравневе перваго порядка 
сь двумя перемфииыми состолть изъ двухь членовь, изь ко- 
торыхь каждый есть функтйя только одной перемнной, то 
въ дифферентальномь уравпент перем нныя раздьлены. Об- 
ЩЕ видь такого дифференщальнаго уравнешя слбдующи: 


Хах-- Уду-, 
г» Х есть функща одного 2“, а У--фупюмя одного у“. 
Очевидно ‚ивтеграть такого уравнения: 
ха-н-[уау-=0, 
гдз С постозниая произвольная величина. 
Иримфры: нитеграль дифференщальнаго уравнения: 
«@х-нуду=о 


— 96 -- 
э-у-0, 
Интегрель дифференщальнато урзвнен!я; 


4 49 
ура у 


атс яту-ебту--С, наи 


ато. зат а/1--у--у/ 9" }==0, иди: 
УГУ, 
$ И. Перемфиныя въ дифферешиальномь уравнени мо- 
гуть быть раздфлены, когда уравнеье иметь видт: 
Х, У, ян Х, У, ву=0, 
гдВ Х, п Х, фувкщи одного 2, У, н У, — функцш одного 
у. Раздвливъ па У,Х,, ннфемь: 


т 
Примврь: © УГУ, вну. Утка. Чу=о0 
РаздЪливь на У1--а”. УТ--у’ и ивтегрируя получиыь: 
Уч уу = о 
Зъ ибкоторыхь случаяхь раздфлен!е перемфнлыхь дЪлает- 
ся зозможрымь посл предваритезьнаго преобразована урав- 
веня посредствомь подстановки: Наприн®ръ, полагая въ 
уравтещи: 
{<— у) ж-= муду==0 
у= уе, имбемь: Зубу == ие -н 2х, данное хифференщаль- 
ное уравнене принимает зидъ: ° 
(2—2) би + 9 + абе = 0 и по сокращеше 


2 фо 
я 
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Ивтегрирул, имфемъ; 


у 
ея 


Юуз--а=0 изи 92 


$ 12. Кь этому роду интегрируемыхь урёвлешй чрезъ 
преобразоваше и раздВлене перемфнныхь относятся одно- 
родныя дифференщальния уравненя перваго порядка. Если 
напишемь дифферентальное уравнене перваго порздка въ 
такомъ видЪ: 


Ма + № = 0, 


то оно будеть одпороднымъ, когда М н М суть однородная 
функщи одпой и той же степени. 


Пусть по опредфленио однородныхъ функц: 


"М=у (2) „Иа () | 


— и, ныфешь вифсто даннаго дифференцальна- 


Полагая 


у 


® 
го уравнения: 


Фи. 9 + фи (45 — 24%) —= 0, пли 
(и -- ии) Фр -- пфиби == 0, или 


4х иди 


2“ ше ифи 
Ивтегрируя получим: 


Читу, 


| а 
фи и 


Примфръ:; саг + уфу —тиуйт == 0; *) 

*) Это уравпемо выражаеть кривыз, ияфющёя то свойство, что от- 
нощене данны отрёз5а оси 5-8. оть начала до пересфчешя съ нор- 
начью въ длин ордипаты постоаинов для вефхъ точекъ вривой, 
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полагая у= их, иыфемы 


в 
ф— жи 


. @. 
(Г — мы -+ 9) $ -- ифи == 0, пля + 


Если 1? < 4, 10 


иди т т р 3% — м 
: С т = сну Е 
ини" 9 ут" 9 уф, 
и овтеграть даннаго уравнева: 
о в у — их 


би на в - — реву - 
Фу у уху? — у ге тия 


Веди и’ > 4, чю имбеыъ интеграль въ такомъ вид: 


Уз (Зи тучами т 
в ь иль 
итижу =6 Зу—та — зу — 


Гели ий ==, то при т == — 9, получим: ` 


ру 


ми 


еели же т ==-- 2, а получимь: 


09(у- =) -- 


у 


$ 13. Еъ однороднымь уравнешамь относится слВдующее: 


Чу РЁ (#) @ = 0, 


Полагая у-=ит, пмфемъь ибо - арын Ри. Фр == 0, ил 
(и-- 1) @о-- хфи == 0, интогразь котораво: 


и —_ 
ея и” 


ух 
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Уурнвая, для которой отрЁзокъ оси у—6ъ до пересВченя 
касательною относится къ ординат такъ какь радусъ 
векторь къ абециееЪ, ныфетъ дифферсниальнымь уравневшемт: 


2 ЗУ 
(77 я з 


есь 


. У— 


которое папншетея такъ: 


й < 
Полагая = в имфемъ: 


_ Тыже ‹амая подетановка ведеть къ раздбленно 


перемн- 
ныхь въ уравнеши вида: 


ДЬйствительно, полагая у=их имфемъ:. 


а . 
2.4. фи, откуда: 
бе уабе 
ина. 


Пусть требуетея. найти кривую, для которой‘отрёзокь ови 
у до персефненя съ касательной относится къ средней про- 
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порщональной между абецисеою и ординатою, такъ какъ абе- 
цисса къ поетознной величин в. Лолучиыъ дифферелиаль- 
ное уравнене: 

Чу _ < 


Ще у 


Чрезь подстановку у == вх получаемы 


с — а 
БИ ув 
\ 1+1 | 
Общ янтеграль ныфетъ воде; у == св 


$ 14 Есза авы або предварнтельнымь преобразова- 
емь можно обратить данное дифферентальное уравнене 
въ однородное, то, употребивь поелф преобразовая пре- 
дыдущЁЙ с10с0бъ раздблещя перемфнныхь, получинь ияте- 
граяъ уравненя. Назрцмфрь- уралиоде: 


(ве -+-бу-+ 9 4+ (а и--Ву-о) Ч =0 


можно вообще сдфлаль однородиымъ. Для этого положимт: 
в==— з,у=у'— В, и опредблиыь хи В изъ уравненй: 


па 0 = сах ВВ =, 


откуда: я = Ё Са, 
уда: а — 25, ба, * 


и данное дифферентлальное уравнеше приметь видъь одно- 
роднаго: 


(& -- бу) Фи + (ве + Ву) ву = 0, 


ВЪ которомъ переминия могутъ быть раздфлены по преды- 
дущему слособу. Но этоть пуемъ неудачень, если к0еф- 
фияленты  даннаго уразиешя удозлетворяють равенству: 
а, —фа, = 0. Въ такомъ случа до раздёлешя переминыхь 


— 81 — 
а . 
шожно дойти другимъ путемъ. Положных, а —^, изъ предоду- 


р . 
_щаго условя слфдусть, что и Г — », а потому данное урав- 


„нее можно написать такъ: 


(арду) № «ен =“) Яу == 0. 


42 — ваз . 
Положивъ ах = бу == г, имфемъ ду == в уравнев1е 
, 
принимаегь видь; 
(2-5) ш-н Оё-не). 4 9 == 0, или: 


{® — а^) = -- 96 —а6,} Че -^ её == 0 или: 


Ха а 


У же 


=0, 


уразнене въ которомъ перемфнныя раздфлены. 


$ 15. Линейвымъ дифференщальнымь уравнешемъ перваго 

порядка еъ 2-мя перемфнными называется дифференцальное 
уравнен!е; въ которое зависящая перемВнная и ея производ- 
пая перваго порядка входятъ въ первой степени. Общий видь 
такого уравненя: 

& 

— + Ру= 1 - 

ее Ру 0, 0) | 
гд8 Ри © суть функщи одного х. Возьмемь сначала толь 
случай когда @ ==0, т-е, возьмемъ такое уравнен!е: 


ы Я, рис 
у 


Интеграль этого уравненшя: 


109 у-- Ре = С, или: у == 08. Раз 
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Оть этого интеграла леско перейтн къ нитегралу уравнетя: 
(а . 
-руО стоитЪ только считать С фупкцио 
ру 

дВлить эту функцио таюъ, чтобы тотъ же вид иштеграла: 
удовлетворять н уравненно предыдущему. Полагая С фупк 
цоо 2, имфемь 


ау 4С = [Ра СР. Ре ро 


4 @ р о 


2-— са в опре- 


—0Р |. 
Ветавлая эту величину производной, равно кают и велизи- 
ну у“ въ уравнеше (1), получим: 


Ре 
в. 
. @ 


й `Рах 
СР св} 9, откуда: — =] й 


Ра 
0= [ 9-й ‚ Че = С; п искомый нитеграль: 


— Гра `_ (Ра 
у=е . "| Гог "ав--с,] 


Сповобъ употребленный здВеь соетазляеть проложене такт 
называемаго споеоба, интегрироватия чрезь изиЁнеше по- 
Стоянныхь проиявольныхь. 

Линейное урзввене пптегрируетея еще такъ; паляшемъ 
его въ слфдующемь вид: 


ау = Ру@з = 94% 
и положим у = 2 тогда ду = гр И; далное уравно- 
не принимаеть ВиДЪ: 
вар + 4 -- Раз = Фа. 
Можно раеполагать перемфивыми ги Ётакъ, чтобы удовяе- 
творить уравиен!0: 
` Ме —. Раз = 0, 
[= 
@2 . 
эткуда получаемъ: 7 —- Раз = Онг=е 
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Данное уравчее принимать видъ: 


Рах 
24 = О4х, пли == 0е’.4%, 


[ре 
отетода: $ == [Ос р-н С; всафдовательно: 
у ‚ 


‘ ее 


у = ПР 0 }. 


$ 16. Пусть требуется найти кривую, для которой отр%- 

`зокъ осн у" до пересБчешя съ касательной равняется раз- 

ности абсциесы и ординалы. Дифференщальное уравнене вы- 
ражающее это свойство напишется такъ: 


=и— у. 
Полатая у — 2- имфемъ: 

Ча -- 2 —“ @х-- и = 0. 
Для опредфлевн & положим: 


эй — дада 0, 
=. 


откуда находимъ: ==”, поел чего для опредвлена в по- 
4: 
лучимъ: 42 в =0. 
откуда 2 = буи и. 
2 


$ 17. Уравнеше Бернулли, корм ‘вибете ‘охНдуюний 
ВИД: 


ду ля 
| др КРУ 
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можно привести къ виду линейнаго перваго порядка. Раз- 
х®лимь уравноее Бернужли, на у”; получимт: 


положивь у“ ^ = 2, ныземь: у". @ 
- 4 


зеве принимаеть видъ: 


Интеграл этого уравненя: 


_ а-ю[Ре 
(1-я) [6 4: = с} или: 


(1 Ро | 


#=6 


— (#1 ] Ре 


к. 
я. 
г 


Це № 
$ 18. Пусть данное дифферениальное уравнен!е: 
Мар -- Мау =0 


удовлетворяеть тому условно, что первая часть есо есть точ- 
ный дифференщаль какой-либо функщи двухъ перемзнныхе. 
Означая эту функцио чрезь ТУ, имфемъ: 


Маз — № = 9Т, 
а дифференц!альное уравнен1е принимаеть ‘видъ: 
47 = 0, интегражь котораго У==С, 
тд% С постоянная величина. 
Примврь: #4у += удх == 0, или @ (2у) = 0, зу ==0. 


Еели перзая часть дифференщальнаго уравненя, вторая 
чать котораго есть нуль, удовлетворяеть условию точнаго 
дифференцала, но мы не можемъ прямо опредфлить той 
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фуляши, которая служить пнуеграломь первой части, то 
опредфяеше этой функщйи должно совершать по правилам, 
изложеннымь въ 5$ 102—106. Часть 1. Пусть искомая функ- 
цы РЕРЫ и), 

а аУ 


Мах = Му = ау № @у 


Это равенетво должно быть тожебтвомь, поэтому: 


(а и =(&). 


ам. ам : 
Отсюда: —— = > = -—. Цослфдиее уравнеше выра- 
ь фу ду 4% и УР ра 
жаеть услоше точнаго дифференциала; когда оно выполнено, 
фуньшя У находится тажь: 


= 
Такъ какы (5) — М, то У = Мах -- У, тв У есть 
Ут 


фунищя одного у*7, Дифференцируя поелфднее уравнене 
А ам ау 


по у, имбемъ: = „& вау Ми: 
ам а 
п @#-—- = М, или 


ву 
Му) — Миру = Му). 
ву 
Отиуди-ду = М(щут ”). №(, уду. 


ы 
Итакь = | Мах + ° Мен. 4%. 
о у 
Общий нитеграль  офференщальнаго уравненя: 


ы 
Маз -| № уу == 0. 
ых Е 
Если условинся, что при х==5, п у== у, то С долено 


равняться нулю. 
з* 
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ели бы мы начали нитегрировале съ М, `полатая 


и 
"= | Му Х, 
Фр : 
то объ патеграль длифференцальнало уравнешя получилея 
бы вт такомъ вид»: 


чу х 
| мау || Ме) @=0. 
зо ал 


Докажомъ, что полученные намя интегралы, ’удовлетво- 
рають данному дифференщальному уравнение. Днфференци- 
руя ураваенге: 


ыы у 
Й Маг -| Мел) ау =С 
И Чт 
получимь такь какь М есть функщя хи уз а М (х, 9} функ 
ца одного у*?. 


= , 
мае | Мам {в,у)=0, или: 
> @У 


хе 


Мас | Мар Мау) ау == 0, или 


= 
Маз- ММу— М) ау- Му), или: 
Мае-- Мау. 


$ 19. Предыдущее изтегрироване точнаго: дифференцала 
принадлежить въ томъ вилдф, какь оно изложепо, Коши; но 
Лакров даеть другой премъ понажемь здбеь премъ Ла- 
кроа- 
Если первая часть уравненя: Мах М4у-0 точный диф- 
ам 


ференщаль, то р = ди означая чрезь Г фунецио, для 


[4 
которой Я7==Мас--Мау, вифемь; Чем = №. Инте- 
грируя первое изъ этихь уравненй по одному 2, имфенмъ: 
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7-= [Маз = С. 


здВсь О ие завнелть оть 0, но можеть быть фупкиею у. 
Тажь навь У должно удовлетворять еще ‘уравнению: 


ау 
щ-\№ 10 получимъ: 
а] Ма: 90 ` } 
м в ра и отеюда: к Яма и 
@у Я ву Чу › 
Г ам 
о= [(н— 9) и о 
4 г) Ча 
Че 


Ивтегрированю во второй части возможно еели №М— г 
у 


есть’ фубкцы окного-у, т.-е. если: 


ам @ ами ам ам 
——. — = 0, или: = , 
ш @ 9 И ау 


уравнен!е удовлетворящееся по условю. 
Такь какъ № есть функия хи у, то мы видим, что вы- 


‚ [Мах 
читая изъ № выражеше—, мы отиимаенъ оть № члепы 
й 


; а Маз 
завпеяие отъ д, а потому разность № — 7 означимь 
чрезь №, разумфя подъ этныъ анакомъ только т члены 
М, которые ие завненть отъ х. Чрезь это с Муду--с, 
Е == Мазь [М ву--С,. Интеграть ке дифферснщальнаго 
уравнения: 


[мас [М,ду=0. 
Тоть же интегражь очевидно можно написаль такъ: 


. [ау ] М Чи=С, 
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разумвя подъ №, тВ чиевы №, которые не зависять оть у. 
т.е. полагая: 


$ 20. Примрвг 
1. (Ву— Та?) дз Пу—За--8) ую. 


положивъ уу’, хеяу’-х и ЗВ Фант, 78 —Зх==8 
откуда: «= -1, Вы=0, п уравневе получаеть виль: 


2 


(Зума --у 3 ду=о 
Полагая у=йу’, имфемы: 


(и аи _ 
1 


Интеграль этого уравненя: 
ор’--Зюд(и—1)-55109(и--1)==1090, 
пли по приведеши п ветавкВ вызето # дроби ы 


уч, 
Наковець замфняя х’чрезь х— 1; а у чрезъ у: 


(у—э--Пуне 10. 


2 9 +6084=8811;.608%. 
‚ до Г Убова-аейнт. 08. 


Это уравнене линейное, и потому интегрируемь сначала 
мохлагая вторую часть разною нулю, т.-е. уравненте: 


ЧИ усов 
аз усов 


вые. 


полуЧимь: у=0е—#"7; отеюда: 
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, 
ния о 96 зы 


4010-м, борно, о п 


„зе. совт., 


откуда: О-=е""?(те—Т)нО,, м интеграль давнаго уравне- 
ня выражается такъ: 


=. (1-0), 


— у==е”. Положинъ: уе”, > 
у аа 


СВЕ 42 
2. вед.” вне” ни”; откуда: = 8=$-+( 


у—е"(а-0) 


4. @у-гух-=ах"Фе. Полагая у=ее ^, инфемь: 


фе "2—6 $ данное уразневе принимаеть видъ» 
Че—аа"е”@х, откуда э=а|а“е"аи--С 
уе нае тема, или 


уе нап ‘щи ея)... 


. 5. ино, раздёливъ на #' имфемь; 


Сравнивая это уравневе съ общимь видомъ линейнаго 


инвемь: Р== —40|Ре= —27, и потому полагаемъ; 
з 4% 349 и 
и—0е"® , откуда: —— ==6"” + 4056”; 
2 в" [С ы 


Данное уравнезйе принимаеть вид: 


Фо Чао" фр 0 {259—247 


2 
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Интегрируа, получимъ: 


ое р +- 1-5 


2 
пзебе "8 (Вай+-1) 
е 1 
= 
РИ 


6, (2’— Алу) ден Чау — 7 )ду-. 
Здесь услоше точнаго дифференщала удовлетворено: 


а[*—4у-9] _у?-—Чту— 297] 
Чу м а у 


Иинтегрируя только мо 2, 


. з 
ма —вту За Зулу, 


з 


з. 


Пудра = 


у 


` з 
Обьцй интеграль: и" ; =0, нли 
(шуб Тау-ну")-=0. 
7. 1 я Чу _ 
ау у — 
1 1 ра 
ЗВ М а, 
ут--у У зря 
ам у ам _ , 
ау Ну) вх (у 


з 


а И 
р ИИ и, 
] рот Чоу ину}; 
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№ амах 1_ _ 9 
4) у ЗУР+у УжНИе -уячя) 


1 2 уе—ууй у. 
— = ==0. 
у Зи УТУ 


Олфдовательно обпий янтеграль: 


#+УР-+-уУ-==0. пли у’—0*—20%. 


| - 
я 
Налишемъ это уравнене танъ: 


Че—ха 
обеду НИ 
ур 


аао-нуа А 
. & 
у" ({ 
у 


Интеграль этого уравнена: 


.& 
ау -+ Затсвет-, —0. 


; = =. в; 
9. (1 ее ) але (1 —) Ял—0 


= = 
Здъеь МЕТ’, Ме" 


мар губ, Я — =’ 
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хи, Общ интеграл: 
У 


у „_ 29 ШУ х__9М @М 
19. (1+) а ао =, И=1-» М: п’ву ав" 


Пи $ ааа 2% №. а, 
- я 9 2’ у 


; ‘о 
Общий интеграль: 2—0. 


По способу Коши общий интеграль найдется такъ: 


у у 
"Ру с 
Мхи —— +9; бтеюды 
а] Мы, 
% Го 
Е з 
3 2 Е; 
2— + УС, во № величина постоянная, 
и т % 


з 


слЪдовательно: 2 


Ш. Нитегрировае дифхференщальныхь уравненй перваго порля- 
ха в первой стенени коередетвомь интегрируюниию множителя 
яли дВаителя. 


$ 21. Основываясь на томь предложены, что всякое диф- 
ференщальное уравневе перваго порядка. 


Маг-- Мау (1) 


© 
выветь интеграль, 1.-е; что воякому дифференщальному ура- 
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вненйо перваго порядка можно удовлетворить конечнымъ с0- 
отвошешемь между у и 2 въ видЪ уравневя: 
(2, у=0, @)}, 

можно доказать, что для дифференцальнаго уравнемя пер- 
ваго порядка сущеетвуеть такой мвожитель {/, который 06- 
ращаеть первую часть даннаго уравнен!я зъ точный диффе- 
ренщаль. Тажой нножитель называется иниефрирующиме 
мнонлииелеме. ДЪйствительно, если (2) всть общ интегралъ 


уравненя (1), то значеше первой производной я лолучае- 


м0е изъ этого уравнен1я должно быть равно значешю пер- 
вой производной, получаемому изъ уравнешя (1), Но изъ (2) 
получаем: 


45 у и__(@) 
2-02-2-6) 


в изъ уравнения (1 я _м Сравнивая эти два выраженя 
УР у р: 


Это уразвеше должно быть тожествомъ волфдетые урав- 
ненй (1) и (2); въ протизномь случа оно, могло бы по- 
зести къ новому опредёленному выраженю ры како функ. 
ци 2, напримръ къ такому у==фе. Это выражен у" < олж- 
но удовлетворать уравнению (2) при веякомь С. т.-е.4 (2/42) =С, 


(®)_, 


получимъ: 


^ что очевидно невозможно. Поэтому если положииъ 


то имфемь слфдуюцйн тожества: . 
и 


7-4 -и 
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и отсюда: 


г. == „(Мах += Му). 


г: а 
Откуда видимъ, что унножая дифференшальное выраже- 
ве Мал+-Мау ва и получимъ точный диффереющаль оть 
функщи двухъ перемфиныхь 9. 
$ 22. Кавь скоро найденъ одинъ множитель |, обращаю- 
ций первую часть уравненя: 


Маь--Мау=0 


зъ точный дифференщаль 40, можно пайти безчисленное 
множество ивтегрирующихь множителей слфлующаго внда 
и.Е ($), едВ № означаеть произвольную фуакцио отъ э. ДВН- 
етвитезьно, чтобы другой множитель у быль интегрирую- 
щимъ множителемь необходимо, ччобы выражете уСМих 


— №) = ге было точнымь дифференцалонь, а дла это- 


го необходимо, чтобы быв функщею $. Пуоть-, = утог- 
да Уи Ех, 
Ух Мау) == Ро.ффе-ифи, сд в == |еав. 

Монно показать, что |.Ро сеть общее выражеве инте- 
грирующихь множителей выражешя ЛИфь-- Мау. ДЬ#стви- 
тельно, если мпожатель у обращееть Мах--МФу въ точный 
дифференщаль @7, то \Мае-ч-Мау) = @У. Отеюда: Мах 


-- Му = ви @р. Но такъ какъ ф есть фупк- 


цы х ну, то можпо счатать у функшею © и 9, сафдовательно 
: ЧУ. 47 У 
и У фунищею хи 9; поэтому па, фе. Оз 


сюда елфдуеть, что частная производная отъ Ушз равна 


ву 
пулю; 5 веть только фувкщя т, которую означимъ чрезь 


г в на осповаши предыдущего уравнешя получиых у== р. 
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$ 23. Котла найдены два интегрирующахь множителя, то 
иптеграль дифференщальнато уравневя найдется, сели от- 
ношене этихъ множителей приравняемъ постоянной величи- 
ив. ДЪйетвительно, пусть найдены множители и иу и отно- 
шене этихь множителей не равняется постоянной величин $; 
по положеано имвемъ: 

и(Мат-+ мау) =4, 

& по предыдущей теорем: 


узи. 
Йятеграль дифференщальнаго уравненя имфеть видь: 
$=0. или Е()-=0, 


тдё Р произвольная функця $, но ИФ елфдовательно 


общий интеграль напишется тажъ: 


=. 
в 


$ 24. Интегрируюлий множитель и по опредфленю дол- 
жент удовлетворять услов!ю, чтобы выражеше 


Мани мау 
было тознымъ ляффоревщеломт, т.-е. чтобы 
Ям) __ Аи) Ра 
м 
м®— Се “.) 
Чу 


Это уравненю, овощи воно функцию в, 
уравнене еъ частными пронзводными; ноэтому нахожде- 
не и соетавляеть задачу болфе трудную, чёмь интегриро- 
зан!е обыкновеннаго дифференщальнато уравненя; но _су- 
ществують случаи, когда предыдущее уравневе даеть в03- 
можность опредёлять и; простё#шини изъ этихъ случдевъ 
мы здфеь н ваймемся. 
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25. 1-Й случай. Положямъ, что и есть фувкщя только 
у ыы 


р ь 4 
одной перемвнной нзпр. х, тогда уу == 0, и мы получимь: 
< а ам 
м зе (=— у и), откуда: 


ам _ Ям 
| бо ве. 


р М с 
Это уравнеШе можно интегрировать, если вторая часть 
его функщя одного 2, тогка 


М а: 
м-в да 
` «| Хх 
Изъ предыдущаго видимъ, что такое опредёлен!е интегри- 
ам ам\ 
рующаго множителя возможно, сот (И №): № есть 


функ я одного #7. 
Пркифръ 1. 
(32*+-62у-+-3) дла) Чу=0 


волен яву 62-6, У 45-3; 


ам _ ам 239 1 = 
д в ИВ, рее © 1. 


Умножая на 2 данное уравиене, ныВемь: 


(За’--байу--Зну Фи--(25349у) ду=-0. 


Легко уб®диться, что нервая часть точный дифферент 
паз. 


[ево 
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м о а 
вм у = + Зату-— 24°— Залу=0, 
Общий интеграль даннаго уравневя: 


очи Ва — 
дну 0 


Примфръ 2. Линейное уравнен!е перваго порядев ножно 
интегрировать посредствомъ множителя, который ееть функ- 
ця одного 2“”, линейное уравнеще можно написать такъ: 


{РУ—@ах--ау—0. 


ям а гам ам. 
МР оауера, 0 (у :м-=В 


послёднее выражене есть функшя одного #, и 


Г Рае 
ие 


Умножая на и данное уравнеше, инфемъ: 


[Рак Ра» 
ег (Ру-Фе-е 0, или = 


{ `Рае 


Рае р ре 
Ре Че 4-0 Яи==0, или 


[ `Рах 


4] уе } ео, 


Первая часть этого уравненя точный дифференщаль, п 
общй интеграль сядующЕ: 


+в Рае [< Г о, 


Мы не разематривнень особо тотъ случай, когда и. есть 
фунюця одного у“", потому что выводы, получаемые при 
этомъ, одинаковы съ предыдущими. 
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$ 26. 2-Н случай. Пусть и ениметрическая функщя 2 и у. 
Означая чрезь М, и М, значемя Ми №, когда въ нвхъ 
перемфнимь 5 на 7, 8 у на 2, имфемь выражен!я: 


оМае-- Мау, р М, Фу, вх 


точные дифференщалы, поэтому 


ЯМ &М| _ „4 Я. 
[ву ] =Учь Ма 
ам, ЧМ, | у бе 
Че у Чу ‘Че 


Изь этихъ ‘уравненй находимт: 


Ея &м, 
ФА (а в.) 
98 


ми ии” 
ам, ам ам @м 
ии) --м = 
4” Ум ММ, у 
и отсюда: 
. ам ам, 8% м 
м_[(щ-в м (че 
Г И, 
ам, ам, 
ме (чув № 
УМ, | 
_ Мени и -(ма--М1у) и) 


г —ММ, 
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Отсюда видам, что опредфлене к возможно, если вто- 
рая часть послфдвяго уравнешя точный дифференщаль, и 
если ММ — ММ, ие равно нулю. 

Прамврь: 1, уда-н(ау-— 04 о 
М =, Му 1, М, ==?, М, =ву—1, ММ, — ММ, =1— 99. 

ам ам ам, ам, 


— -# 
у = У т, ву 


2. 


Фи (ву Пан у+ ("ах ву—1 7:2 
а 1—2 


—_ (ау —у-(2у—юау 
1—9. 


(убез-хау) (23). 


Откуда р==е-“", и дифференщальное уравнеше прини- 
маеть видт: 


в "бутаичне *ру-1)ду=о. 
Доме “Ир — уе", 


—е-* 


(у 1)-+-6799 уе“. 


Общуй интеграль взбдующи: уе-“/-=0. > 


Этоть питеграль можно найти еще такь: легко вид»ть, 
что. кромЪ и==е “ существуеть другой интегрируюций мво- 


1 . ; —жу. № 
житель и Повтому общёй онтеграль равенъ: е ии = с, 
ули уе 0. 


2. пу--у--е чу ау=о 


а Е 
Иы=еуну, Му =. За" -1, ам Зи 1 


ЯМ, зу. 


Муна, рубин "ау 


4. 
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М, —мм= —4 чу. 


‚1 


зу] [лу 
Чу 


а З[уче-нуаа 
„= 


узду @у (= , г) 


Чу" = у 
1 
Откуда: тт Яифференщальное уравнеше привимаеть 
Вид: 
а ‚1 
, ау, @-- 2—5 @у=0, или: 


и 


ИЯ 
ду(уае- вау ==0; общий нитеграль его: 


би" 


С, или: ду? = 9, 


$ 27. Пусть ы=(ж-ну), тогда кии г и изъ уравлеяя 


опредфляющато |. получныь: 


ди. @р (нат) 

а = и 0т6юда: 

у ам ам 
рые =) 2-9). 


Откуха видишь, что опредфлеке у. возможно, вели 


т 
(н- =): {№— М) есть фунющя (#--у); тогав: 
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Примёрь: (2‘-налу-н2 ууу) 
уеду у) ду-=0 


ЗдЪеы ее {1-н5-9), 


№М- Му) е-+-у+2(0+9)] 


Полагая хуя, пмфемъ: 


Чу "а--2аг 42 Ч 
Пи Че) | 22-2) [1 [1 


— —24042—109(2+-8} 


=1092 “(#-+2)7 —109 1 (2-ну} Ча-ну?) *}; поэтому 


1 
окущенучна 
р 
Выражеше: 
ууу" ку - дру а 


(е-у\а-ну--2} Ту енуна 49 ' 


должно быть точнымь дифференцаломь и мы имфемт, озна- 
чая коеффещенты при @х и @у соотв тетвевно чрезв Ми М: 


. (е-ну ние уе) жу-+-у 
ре рено беден) 
а Ма . 
— ==0; и общ интегралъ: 
ху-ечу 


. ука 


4. , 
$ 98, Пусть р==$(%9), тогдаз ЧЕ =. эй 5.9’, 
4 
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для опредфлещн частянхя производныхь оть |, кром% ураз- 
меня: 
| ам м Я» 


Н Фр "Во: В 
Рак М ду ныбеми: 


Ч ав. ; 
Е? МГ откуда: 


ам. ам 
пы. Чу а . 
42 Му—Мх › 
&(ту). 


Слфдовательно услове возможности интегрерующаго мио- 
жителя этого вида состоить въ томъ:—1° №у— Ма не 
ам ам\ * 
равно пулю, 2* [| -—————}: (Му М2) должно бить фупк- 
у 
щею 29. 
Замтииь, что случай Му—М2-—0 относится къ пнтегри- 
руемымъ случаям, потому что уравнеше Мг Мму=0 


М 
принимаеть тогда видъ * (уаг--х@))==0 и разлатветея ва 


два уравнева: т: —=0 и уйе-ойу == 0, общй интеграль: 


2у=0: 
Примфрь: (22°,°— уаз (ут —)ау-0, 
г мы, тв -1==41/(°—?}, 


№— Ме пуб (у), 
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Множитлрля этого вила можно било усмотр№ль иначе: пре- 
дыдущее дифференщальное уразнеше можно написать такъ: 


2а°у*(шае--уау) —(уде-нау)=0, 
эчузаи” + у) —@(ву)-=0. 


1 ть: ая-ьи® 10. я 
Умножая на тут Фены у ну; общ инте- 
. тоя 
траль равняется: 5 у О ; 


$ 29. 3 случай. Пусть р. однородная функщя хи р сте- 


Ге а 
пени я, тогда # и пт), и изъ уравненя (1) и урав- 


: М @. „4 
нен: (= =(2 =) {2) получаем: 


4. ву 

4% 
дв" 
в 


ам ах . 
и (с т т в убит (Мен-й 8) 


и ММ» 


Вторая засть должна быть точныхъ дифференщаломъ, что- 
бы р было возможно. Но можно условше возможности опре- 
дёленя в выразить иначе; если |. однородная функщя хи у 


` Ч) 
степени и, то можзо написать: ия" () ‚ или, полагая 


Вина. 
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Отоюда аира рита (при) 


`Вставляя эти величины. прочзводныхь въ уразнение (2), 
амемь: 


„, [ЧМ ам 
г у —ь 


д" Ми т МиР — Ма" Ри, или: 


пм позу МУ откуда 


‚ГМ чм 
рипа (в) 
В — Му Ме ° 


Если дробь второй части есть функция и, иначе если эта 
дробь однородная функщя 2 и у нулевой степени, то опре- 
дЬлене {+ вознозвно. Означая дробь второй чаети чрезъ Ри, 
пыфемъ: 


рые в ии". 


Котда данное дифференщальное уравнен!е однородно, хо 
предыдущее ублове удовлетворяется. Дёйствительно: пусть 
М”, МА" фи, пывемъ: 


аи и тичниу и), 


Ме Мана" (нфи-нои)и означая ифи-нфи чрезъ Фи, по- 
зузимъ: 


фи (и-т--0фи Фи 
И Ч откуда: 


Чиби 
+т +9 | фи 
‘риф в 
одри.Фи=-(п--т--1 р 
от { фи 2! фе , 
ие 
ето | Фи. 
Му--М 
Такъ какъ Фиат, то 
рии 
тие ет+и | фа 
а. 
ы Му № 
"Гакъ какь степень ® произвольна,то полагая х==—т1 — Ъна- 


ходимт лля одпородваго лифференцальнаго уравнения иптегри- 


й 1 
оЩ множитель=-; 5. Полагая же и= Хх 
рующ ыы Мм олагая же и=—0, находимь 


множителя вида: 


По этамъ двумъ множителямь на оснозапш $ 23 пяхо- 
димъ обийй иитегразь одпороднаго дифференщальнаго ураз- 
нешя нерваго порядка п перзой степени въ такомъ вид: 


Фиби ‘уни 


вия] фи. 7 
а” не —=0, или проще: #=Се въ кото- 


у 
=. 


ии 
рый, найдя фи вуВето м должно ветавить 


Этоть способъ иптегрировашя подлежить исключеню въ 


томъ случаЪ, когда Му+- Ма==0; но при этбмь №=— 


дифференщальное уравноше принямаеть видъ: 
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Зв) =0, 


м р 
и разлатается ва два: уда обу =; общ натеграль 
° :.% 
перваго, & слёдовательно к даннаго травконмя: ==; уравне- 
`. м . 
ще во -—0 можеть составлять особое рёшене. 


$ 80. Приыёры: 1. Дефференщальное уравневю. 


(нет) @&— т #у—=0 
ув у 


: з) 
Дробь второй части есть фуикия =", вели позожимь 


[и у 
и—0; тогда =, = — Фатииь, откуда и-=с08и и ов: 
Легко видВть, что данное уравнев!е можно написать такь; 
@ 


2. (2 Залуну"— уз) @а--(2уз-- Зал 2-ю) ду-=0 


ам ау 
р Ву" 
Е 37-33 Е Зу°--25—34"; 
ам ам В В . 
д в бу’ 2; 


№--Ме=@--) (9+ уни) 


2 


Ри Зпузз--Знау пп вн балу ау? 
и {и--у2 2 +зу) 


Полагая и=—2, имфемъ: 
, 


Ри че че- о 
М убьаина) ву” Гы Ум: 


РВ: 1 1 
(ше Рая ни)" у ^ 


Унножая даниое уравнен!е на этого множителя, получаемъ: 


офи 
емо = -—у ау, 


Мах Чье . 
им М у, [ем ууу 


Общ ‘ивтеграль: 


. НЫ и 
7—9 ки Ры 5у=0, или 


НУ С, 
2--у 
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3. Дяя одтороднаго уравнешя 
ади--уау—пу@у-=0 


ваходныь: он], фити, Фи | пинни”, и общ ин- 
теграль равняется: 


иди 
пин 
2 =6. 
4. Для однороднаго уравиеяя 
(+8 у) да--учкза)Яу=0, находамъ: 
фи Зи Зи, Фиши-нви? 1, и общёй интегралъ: 
(к-з) ди, 


о]и-ьби +1 
26 =0, или: 


ден валу ну ==0. 
$ 31. Дифференщельное уразневе вида: 
Рак Р.ву-- О (шагу, 


въ которомъ Р, и Р, одпородныя функща хи у стелеви 
р, а 9-— однородная функщя степени 4, иметь интегриру- 
ющихь мвощителемь однородную функию степеви-—9—2. 


ДЬйствительно зджсь: МР, — 9, М==Р.-н 0х. 


4М_аЯР, 4) 9 ЯР, 
у ау ау’ 4 


6 ) „Му-- Ме-=Руу+-Р.я; 


слое (ФР, ФР, 940%) _@ 05) 
яя ‹ 29° $ ( СТИВИ. Чу 42 ) 


Бая-Р 


Ри 
№ 
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‚ (В, ЧР, _ . 20, 90 
_ "Ре & (и—«)- ч-(-н- 2)” У М в) 
Ра--Ру — 
‚ Гар, ав, 
пРи—х (1-1) @-- 279" 
Р.#--Ру 
Полатая и==—9—9, имфемъ: 
рн" (36.92. 
ри ее, д-нх Я 
% Р-Р 


Числитель и знаменатель дроби второй чаети однородныя 
фушаци стенени р-+-1, поэтому эта дробь есть функшя отно- 
шен!я 9 или %. Найдя отсюда Ги, имбемь ид ри, 

$ 32. На основави предыдущаго 8 можно найти иите- 
грирующаго множителя для уравнен!я Якоби, которое нижеть 
слёдующ видъ: 


(4+ А’х-- А"у) оу убе)—(В--В'о--В"уяу 
++ (С--ба-- С". 


Преобразуемь это уравнеше такъ, чтобы выражен!я внут- 
ри скобокь были одвородицыи функц!ямн` первой степени. 
Полагая съ этой пБлью: х-=нодуи-В, мы приводимъ 
хаиное уравнене къ виду: 


(аЕ--а’ч) Са ч9 Е) ва-ьеснеу=0 


для котораго множитель можеть быть найденъ по общену 
способу изложенному въ предыдущемь $, @ хи В опред5- 
ляются изъ уравиенй 


А АА") (В-- ВоВ" В) 0, 
А-а АВС а. С" Ванд. 
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$ 33. Мы изножимь другой с10с0бъ нахожденя интегри- 
рующаго мцожителя иди дВаителя для уравнешя Якоби, 

ВначатВ замфтимъ, что если интегрирующаго множителя 
и, который опредёляется уравнещемь 


ам ам и. м8 


Чу 9; ду 


; 1 : 
желаемъ замфнать дёлителень Х, такъ что р-=5 ло уравноше 


опредёляющее ^. будеть: 


) (“. в )= „ФА мо .®) 


)=Ми- № 
Положныь: № ве. му(з + т и навдемъ 


уелозе, при которомъ это выражеще Е удовлетворяеть пре- ‚ 
дыдущему  уравневю. Находиыъ: 


а^ амгам’ @. амгам ФУ ом. ам 
Чу _ я (у Ч ола. =? Чу `@е 


ь У ФМ @м\ „РМ 
2 } и 
а мм @хау — ду? У Фу 


4 АМ /аМ т) ый ам/ам в) 4У ам 


“(у ау а Чу `@ 
«ФУ ем, гм ем 
ау ау) 7’ 


Откуда: 


рем 8.49) И (Ма 
в =, мм(и м г — в) 
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Мм, -м (о @Х и) 


4у Фо) Фу 
„ем у.ём 
ау о? ^ 
Или: 
"ЧМ _ ам 
са = (м 
Ям @м ФМ 
- З. ы — , 
И и чаи) 
„(М ФМ „М 
ММ (> ды пя Мая. 
2. М. @№ ФМ М ФМ ФМ 
ели , Чтйу = Оу рт ==0, ат =0,(м) 


то предидущее выражеше », удовлетворяя уравнев?ю (*), слу- 
жить интегрирующиму дёлителемь уравненя: 


Мах-- Мау—0, 

Очевидно, что уравнены (№) удовяетворяются если М и 
№ будуть вообще линейными функщями и 9, сл»доратель- 
но для уравневй тавото вида: 

(а-фи--су)аа-к(а-нфу--ву)ду=0 
существуеть интегрярующй дфлитель: 
= (а-ндуч-суу лс" —(а--фечьсу(а’ Инес (с-5) 
(есь 
Если для сокращен!я положимь 


а--бтьсуа Ра’ + 'аье'у=Р”, 
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корни же уравнения: ©2“—(с-+-Ё)+-ф==0 означимь зрезъ 
2152, то Х можно надисать вф тахомь вид: 


(Ра РРР. 


Слфдовалельно ^ разлагается на два линейныхь множите- 
ля. Въ яЪкоторыхь частныхь случаяхь такое общее выра- 
жене ^ можеть подлежать искаюченио, но сообразно съ 
условямн можно ведолзыёнать общее выражеше Х и полу- 
чить соотафтетвующее дхя него выражеще. Характер этахь 
видоивыф нев выяеняется при рЪЬшени вопроса объ инте- 
трирующемь множитель уравпемя Якоби. 

$ 34. Уравнеце Якоби напишекъ въ такомъ вид: 


Вау —уат)—Оау--Вах-=0, га 
РЕА- АНА", 0 =В--В’т- Ву, В=С--От--0"ч. 


ОлБдовательно: №=А--Ру, №==Ру— © и мы ваходамь: 


ам ‚ам, , „ 
а С’— Ану, а ("АА А”, 
И Со ИВ 
х Чу 
ФМ ФМ ‚ М РИ 
2? ? Чйу ау =? 

4мМ № фм 

ру — 4 — 
фт 24’, азау =4”, у 9. 


Легко видфть, что уравнены (№) $ 33 удовлетворены ; по- 
эР0му интегрирующуй. дВлитель, 


АВА "е В") ММО" А'уч- Аа —8) 
№04), пли 
АМ (МА"—МА)—МВ—МВ)| 
—м ме" — №) (маил, 
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Залебчаемъ, что 
МА МА-РА--ОА--ВА"- Р, 
мв’—мв-РВ--0в'-ВВ"- РО, 
МО’-Мо--РО-+-00--ЕС"- РВ 


и нолагая: 24-04’. ВА“”=У, РВ--0В’-.ВВ“—, РС--00' 
3.8 С”, имВемь: 


д=(М-. МО--Ру-—-М68 — 2) — М6 РА) пла 
25—99) (И Р*)-В-Р 8 —Р09) —(ё—@)&-РВ) 
= (9—8) (ВИ Р®) +908 — 09). 


Гакъ какъ Р, 9, А, , %, © многочлены первой степени, 
10 видимт, что ^ многочленъ третьей степени; сверхъ того 
очевидно, что Х можно написать въ ВИД детерминанта: 


| 1 пу - 
= РОВ 
| вв 


Докаженъ, что вообще ^ равняется произведеню трехъ 
линейныхь множителей. Для этого позожнмь, что 


А-зац-намучнаи" 
Ари Вчи-- Вии” (4), 
Ауеуи-нучи-нутий 
тд иг, у —многочлечы первой степеня относительно 2 и у, а 
Вт 
- Аи Ь 
и 


коеффищенты же о, 8, у, и т. д. опредБлаются урёвненяма: 


р 
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Чек А ВА" — Ва ВВ В” т_ О--ОВ-еО"у р | 
. В у | 
Да -- АВ’ НИИ Во’--В'В’--В"у 
Ра 8’ 


О и ) 


р 


Дак" А" ‚бам в”-е в" 
а" В" 


А И 
= „ =. 
у 
Мы покажемъ дадфе какъ на основани этихъ уравнешя 


", а по этимь величинам отвошеня 


опредфляются р, р’, 2”, 
величинъ &, В, ри т. д; теперь же велфдетв!е отихъ урав 


нешЯ ямфемъ: 
а, + рии" 
ыВри- рии" 
ль кри" 
ВЕреи-нар' но ти 


А.8= 8 ие ие” "м 
та 


Аб ичье ну р 


Отеюда находинт; полагая 8" ИЯ”) ит.д. 


296 -— В)" 
эро" р)" Верь (р-р ри, 
АЕ бррр" ли" 
"у" вечер р-р’ и, 

АРВ Фзерр” и р” и" 
эро" рв аи и-ерр (р —ю’ Вади. , 
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Умвожал эти уравненя соотьфтственно за уравнешя (Л), 
у замВчая, что 


пирнвы кии А, бич 
ау") +В’) ==, 
ив") унох ву), 
и 
оу (аут уаоня "у" р)ьв" ау)" (3 од, 
ав’) (ну" ве) = —А 
паходниь: АА‘. 1906 —ВЭ-(АИ-—Р®) +у(РВ 0} 


др’) нев" вр вр’) Алиги". 
кровь’) 
Иа 


Откуда: = с нирле’ 


В) рам, 


Должно показать теперь какъ опредфлаютея р, р’, р", 
9, ВЧ, НТ. д. че, 4". 


Для опредфленя отношенй выфемъ уравнев!я: 


(Арн Ао, 
Ви--(В'—р)3 +В" 
Ол" В-+-(С"— рут; 


Исключая ©, В, \, имвемъ уравневе для опредфленя р: 


др д 
В Вр В. 
собр 
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По раскрыйы этото детерминанта получаемъ уравнеше 
третьей степени: 
Кр — (АВС = 8”) -- {А0’у--(АВ’)}р—Р==о, 
тлЪ 


двс 
=’ В 0. 
аи в" 


"Точно тая ве уравнешя получимь для опредфлешйя р’ 
в 2” ? закь что три величины р, р, р” суть корни уравве- 
вя /(р=о. 

Уравневя, которыя по исключен 195 НихЪ ©, 8, у при- 
вели въ уравненно {/)=0, приводять къ сафдующимь от- 
вошентяьь: 

Ё 8 


древа Ив В 


Для ох’ В’ получимь таыя же отношешя, въ которыхь 

° р замбвено чрезъ р’; точно также для ©” 8” ’’ получиыъ 

таыя же отношеня, въ которыхь р замфвено чрезъ р’. Такъ 

закъ наши уравневя онредфляють только отношевя этихъ 
величинъ, то можно принять: ` 

= А”р--(А В"), А-В"), ори +В"), 

В’р(аВ”, У=В’У-ЧАВ”, ва) 

ТА В)+(АВ), у—р"-р(А-+В)+{АВ), 


ар" А-- В) + (АВ). 


Относительно %, %’, #” легко видфть, что изъ ураввевй 
(А), получаем: 


р-на уе" "у, 


(а )--С’зде-"Зу, 


аби. 
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Какь екоро ©, В, 1 н т. д. опрелфлены, эти моогозлены 
Жолжно считать извфетными. 

8 35. Предыдущий апализь подлежить невлюченно въ томъ 
«луча, когда корни уравневя ИДр)==0 длаютея разными, 
но тоть обний видъ интегрирующаго дфлителя, который мы 
приняли за оснозан!е нашего анализа спразедливъ и въ этомъ 
елучаф, такъ кавь условныя уравнен!я: 


@М й М ФМ й „М @мМ о @М 
д” бай Ч’ “у Чая 


0, 


не перестають существовать и въ этомъ частномь случа$. 
Этоть общ вндъ пнтегрирующаго дфлатедя при существо- 
вани предыдущихь условй не даеть рётенЁя вопроса толь- 
ко въ томь случаБ, когда онъ тожеетвешно обращается въ 
вуль т. е. когда 


ам ам 
@ ау 


у &м. 
Г. х —. 1. . 
им ( о 

Это уравнеше можеть уховлетворатьея только въ двухъ 
<лучаяхь при существовави предыдущихь уеловныхь урав- 


нен!й: 1) когда, 


ам м ам_ ам 


при чемъ для М п М получаются слЗдующия выражен!я: 


М==ву--ь, № ва--0. 


Очевидно что въ этомъ случа интегрирующий язлитель 
будеть равень ММ. 2). Когда М==аМ№, гАВ а поетолиный 
множитель; очевидно въ этомъ случаЁ уравнеше по разд»- 
дленю на М принимаеть вядь Ях--еду=о и обвйй ннте- 
траль его энау=0. 

8 36. Остаетея показать катъ въ общемь случай паходит- 
ея ннтеграль уравневя Якоби. Это уравнеше, какъ легко 


ВИДЖТЬ, можно нацосать такъ: 


> 


— 68 — 


ю № 7 ю дах ау 
1 = ыли; ^ Аж Дуо. 
Рон [^РА9 АЕ 


Детермпнануь первой части можно написать иначе-—такь: 


и 


фи". петро", драка" 
Вибе", Зри рчи--Вртии 


Зав’ -- "Фи, Е 


Уа-н фик”, уичкучиануи, признуе-нуриит 
По извветной теоремБ умноженя детерминантовъь этотъ 
детерминаять выражается произведешемъ: 


ХВ т бы аи Чи 


би 
БУ ра ре ин 
Отеюда получныь уравнеше Яхоби въ такомь видЪ: 


Чи Чи ке 
в № чи’ =0, пля 
| 
при рук ре 
(рии ви-оф—руи-(р-— руши Фи" ==0, ияЕ 
раздёливъ ча интегрирующаго дфлителя: 


док ^_ @ , ‘фи! 
р) 0-7). И -Ь. 


Общий пнтеграль этого уравнешя 
("рю ('ф Рю Ц, пли 
о". РР", Р"Р==0, пли 
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© 


$ 27. Дла позенешя теои сдфлаемь примфръ: 
| Пусть: Р: 

А=о. Ф=1, 

В==0, Б’=о, В 

О=1, = (”=о, 


2, ==, В=ЕЬ поэтому: 


По эъишь величинамъ коэффищентовь находим: 
ее О-ыу, Зная, ЕР. 
`Откудь интегрирующий дфлитель: 
12 
Е уу. 
У 1# 


Найдемь линейныхь множителей этого дфлителя; дул этого 
‘составимь уравневе опредфляющее р, р’ и р”. 


Ныфене: А-- ВО", (В’”)-о, (АбЕ-Ъ (АВ, 
(во-нае-кав')= —ь 


Юте 
2— 0 т. 
Под 
Уразнеше дли опредфлензя р: 
9—8, 
корни его будем означать чрезъ р, ›’, р". Звая эти корвк 


и опредфливь: (4В”)==1. (АВ, (АВ) ==, А+ Во 
ваходимь: 


с ря 


р“ ”-ь), (дныиро—ь”, (ур 9), 
(ран), (икре, 
(ига -р+р{—}, 


уе”, (аВуераор", (9) ==р’ р 


а и о 
РИ ьрь"-Кр-кр"-кри 


и П-еря-нру] 


Точно также найдемъ: 


и Пера] , 


Иер И. 


При этомЪ находимъ: 
ььт 


р") —в} 


=, 2, 5" = 
р орз 
и елфдовательно: 
А=8ху—1—2—у" 


(1-нуер кр (-нр”е-ьр уно”, 9) _ 
- о’) 


— п -— 
Отсюда, легко вывести что въ этомь случа: 
(р’- ру", 
Интеграль же уравнен: 
2(а@у—у4а) — уфу--аи-=о, или уравиеня: 
('—убу— уф ПФ 
получается въ такомь вндф: 


(-кр-ьруР" кричу р" (а-кр'Заьр" РР. 


1\. Интегрироване неявныхь дкоФерекщальныхь уравнений нер- 
ваго порядка. 


$ 38. Когда уравнев!е содержить выешя степени перзой 


а" а" Г" ау 
(=) А (2) ме тва (и +=, (1) 


ТВ 2) а ,_а, 8 СУТЬ фуннщн 5 и у. ПростВйшИ, повиди- 
мому, способъ для нятеграрован!я такого уравнения состоить 


ЕЙ 
производной г. то ово можеть быть нанисаво такъ: 


. . 4 й . 
въ рЬшеши уравнены (1) относительно дл З62котые кото- 


раго дя и пары я сяфдующихь выражен: 
9, ЧУ о 
ВЕР Р ИЕР (9. 


тд р, Ра... буть функщи 2 и у. Интегрируя предыдущая 
дафференщальныя уравнен!я первой степени, получимъ об- 
пе интеграты ихъ въ. такомь вндф: ый 


9% у, оо, 9,8 у с) ==. (8 9 =. 


= — 


Каждое изъ этихь уравне!@ представаяеть рёшеше во- 
проса: полное ле р№шев{е нли модный интеграль выразится 
такиыьъ уравневень: 


О 


Общиость этого рёшешя не нарушатея, вели выбето с, 
6....6, поставим гездВ одну постоянвую с, такъ казъ подъ 
в разумВется проязвольнаин велачинл. 

Для прихбра возьмемь уравыене: 


Интегралы этихъ уразневи суть: 
° 


— УЖ Ш 
Уз— а 50. =9, уу 


Полное рЪшен!е слфаующее: 


(я-о-) 


40%. 


$ 39. Если въ уравнение (1) предыкущаго $ коеффищенты 
у . 


2, 2... буть фузкцг отдошевя и=“, то рфшая предьду- 


щее уравнеше относительно у’, имфемъ: уе, или: 
фи а 4 


я и-=ои, отеуда: 
[7 т? Ши 


ремфниыя` раздлены. 


уравнен!е, въ которомъ пе- 


„Если же предыдущее уравиевме рфшается еъ больингыь 
удобствомь относительно в, то получихь: 1 „у; откуда 


&,, . . . 
Фи „бу н 65 помощю уравнейя аФиу--ифи=у' к нахо- 


Дим; 


Это уравневе можеть послужить кь опредфленио у’ в 
исключая у ИЗЪ ДАННАГО полузимъ искомый интеграль. 

Примръ: Означая чрезъ з длину кривой, требуетея найти 
уразвнеше кривой изъ слёдующаго выражен! дуги по коор- 
динатамь: з==УЭщу. Изъ этого уравнешя получпыъ: | 


хау--уйс 


еле: мы УЗИ ии 
@8 = уе ‚или: УЗжуУт--У ву’ -у. 


Полагая удаль, ныфемь: у’-=ичыти’ и вставляя эти вели- 
чины, получим: 


уни ул-Ну”,; 
— == (ик 


Откуда: у’= [и 


Замфтимъ, что изъ даннаго уравневя слёдуеть, что при 
У=0 =, отеюда слёдуеть, что должно взять верх 
звакь + въ выраженн у’. Итажъ имфемъ: 


(нь) (—9и)= —и-+(и—1) Уи. 


4% т да „— 
2—2) бы (и—1) узи 
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Чи 


2; 1 аи УЗ 1-53) 


У 9%)-(и— 1) Уи 


Фи} ар 


(ии = 


би Чи _ в 
(и Пу ити 


Интегрируя получямь: 


09 Ут 


т Уи 


уЕтоут--1о9(и 1) 1090 наи: 


$ 40. Въ тонъ случаВ, когда ршене даннаго уравненя 
относительно производной приводить къ сложнымъ выраже- 
няхъ ии совефыь иевозможно, можеть случиться, что урав- 
неше рёшается относительно одной изъ перемБнныхь х или 
9. Вели такое рёшен!е возможно, то приходемь #х уравне- 
вямъ вида: 


уе), З)а=ану). 


Возьмемъ первый видь: /=1(7,/’); дифферевцируя это урав- 
еше имвемт: 


г Рау 


у аку" 4х ` 


3) 
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Это уравнеше содержить только перемённыя хи уни 
производную оть у’ по д вь первой степени. Интегрирух 
такое уравнеше, получимъ иитеграль 1х, у’, С)==0; искаю- 
чая изъ этого уравнешя и уравневя (1) производную у’, по- 
лучимь соотношене между д, у и постоявною О въ видЁ: 
Ф(х, у, С)=0, которое и будеть искомымъ интегралом. 

ЗамфтимЕ при этомъ, что первая часть уравнешя (3), на- 

а, Я! 
писаннаго въ вид: (у а» —уу=ео не можеть 
. а бу 
быть точнымь дифференщаломь какой-либо фунюши пере- 
мфнныхь хи 4’, но въ нёкоторыхь случаяхь можно вайти 
ивтегрирующаго множителя хля ‘этого уравнешя. Положимъ 


ам _ 4 ам а 
Ф_ Фа’ °аз“ ау” 


= ум 


ты получим: 

Изь этихь уравнеяй очевидно, что М@-+ М№Фу’ ве точный 
дифференщаль; означая же интегрирующахо мкожителя чрезъ 
‚› имфемь уравнеше для опредёлешя его: 

А, пы %. 


ар ах Га ЧА 


Ав Ур 


Еели положимь, что Х есть функ я одного 2, то дла 
опредёленйя ^ будемъ имфть уравнене 


4 < 
пу” 


Но, чтобы такое опредфаене Х было возможно необходя- 
4+ 
4 
сяфдовательно функшя /='Р--О, гд5 Ри #0 произвольныя 
фуннии ©. 

Дьйствительно въ этомъ случа уравнен!е (1) принамаеть 
видъ: у=у. Р--0. Это есть линейное уравнеше перваго по- 
рядка и первой степени п нлиъ извфстно, что ивтегрирую- 


Я 
мо чтобы Я бло функдею одного х, иначе чтобы 
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1 множнтель такого уравнев!я будеть фунющею одного 2. 
Изь вышесказаниаго видно, что интегрируюнщий множитель 
опредфлатся уравнешеме: 

Ф_ Ш 


=—=—- и#=--Раё, слВдователь 
>. Чу гдз Рах, саздовалельно 


Положимь, что Х есть функшя одного у’, уравнене для 
опредблевя 


-_ И) 


а ау 


Для опредфленя Х необходимо, чобы у было фуня- 


ею одного у, 


:, утоби фу--ЫГ, АВ 


ту’ п ФУ нронзвольныя функщш у. Множитель Х опредЪ- 


днется чакъ: 
о 
у _9 


У-у” 
‚ или: ^==е 


ЯЪвотвительно если имфемъ уравнене; 
у=ри-ьфу, (4) 


то, дифференцируя его, получим: 


ету +) ра пля: 


Яант ВУИ Ч — ау. и 4 
Фу ФУ—у 


— 17 — 


. Это есть линейное уравкеше отноентельно & в его инте- 
грирующйй множитель функайя одного у’. По 8 25 его ин- 
хегрирующй множитель: 
ау 
У. 


“4 “( 
ФУ—у 9у— 


в или с =(У—у). в 
& интегрврующий множитель уравнепя: 
а 
уу 
у—ум-неу--фу)Чу==о равнлетея ^=е ‚ какь 


показаль и предыдущий анализ. 
Получивши интеграль уравненйя (5) въ вид: 


2—0 с}, 


изв этого уравненя и уравненя (4) должно исключить у", 
чтобы получить общЙ интеграль даниаго уравневя, 

$ 41. Такой ъидЪ ивтегрирующаго дёлителя невфренъ въ 
томъ случав когда оу’—у’. Уравнене въ этомъ случа при- 
ноыаетъ видъ: = 


уиу- у, 


и известно подъ назвашемь уравнемя Алеро. Дифференци- 
руя это уравнене находимт: 


4’ 
т 


(+4) 


оно разлагается на два = 0 па у =0. Интегрируя 


первое полузимз: у’==С тд СО’ постоянное; подставляя эту 
величину у’ въ данное уравнене, находимь его общ пн- 
теграль въ такомъ зндЁ: ` 


у— ео. 
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Слфдовательно общ ннтегралъ уравнешя Клеро полу- 
чится, когда выфсто у’ подетавомъ постознную величину. 
Другое уравнеше: х-'’==0 также опредёляеть у’, но безъ 
постоянной; поэтому если внесемь эту величину 9’ вЪ дан- 
ное уравнене Клеро, то хотя получимъ соотношеве между 
д и у, удовлетворяющее данному уразвненио, но такое р%- 
шене, кокъ не содержащее постоянной произвольной, ве бу- 
деть общимъ интеграломь уравневя Клеро, но будеть его 
особымь ршешемь. 

$ 42, Если положимь, что интегрирующй множитель ^ 
уравненя: 


4 „аа 
(1 еее =0 


есть однородная фувкиля х и у’ я-ной степени, т.-6. пола- 


ю 5 
у =, ПОлОЖимЪ: 


3".ди; би--алгебранческая функ- 


Для опредфлешая 9и будемъ имфть уравненше: 


а й АР , 
0и— В  }о : 
хби: аи +10'1}. (1 у и, илП. 


С 
_ д 


Г 44 2" 
"9 8 уу 
Опредфлеще функдён 0% возможно, если вторая чаеть 


функтйя %, что будеть наприыВрь въ томь случа®, когда Г 
` 


= 19 — 


есть однородная функщя 2-0й степени, Въ этомъ случаб 
имфемъ: . 


и С р 
и — и. 
(п ра 2х 
аа, 


бе Рау 


(ий др 
Ав ай 


Полагая и=0 и и==1, находимь, что зависимость % оть 
у’ вмражаетен уравненемъ; 


ЧЕ Фи 


5. 5 — у" ==С. 


Совокулностью двухь уравнение ууу) и предыкущасо 
выражеется общйй интегралъ даннаго, когда фунешя Деу) 
однородная второй степеви. Напрныёръ: ннтеграль урав- 
нен!я: 


Зуи чау-у" 


выражается совокунностью двухф уравнев!: даннаРо и ураз- 
нения; 


одну") ат =. 
& 43. Возьмшемъ теперь второй вндь: #=Ку»/); дифферен- 
цирун его получимь: | 
ЧЁ, а. ау’ 
== Яу”ах 


у, _ 
ау ай ==0 (1) 
мы, инемъ 
у ау 
ии р лам 9, 
Фу ау Гу ау вау 


откуда зидимъ, что первал чаеть этого уравновя неточный 
дифферевиаль; уравнене же для опредвяешя интегрирую- 
щаго маожителя А сяфдующее: 


ЧР @ (1 1\ & 


учу \б уу 


пусть А—фунющя одного у, тогда уравневе яля опредфле- 
ия А 


&_ аи 


: а) ; 
чтобы пронзведен!е и было фунющею одного 9, /—дол- 


но пмфть рядъ: о, 118 Рая 9 уваби одного у, а 


слёловательно н данное уравневе должно быть 


-®, 


это есть линейное ‘уравнове относительно 2. Пусть ^— 
. ‚ а’, . 

функтия одяото у’, толи, должнобыть функщею одного 

Г 

й 

нене мы уже изслВдовали: 


у’, в схВдовательно 0, т.-в. РЕуду’-нуу. Это уравне- 
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Пуеть А— однородная функция перем®иныхь уу’ степепи я: 
Аи, гдь и—, 
= д у} 


- 4 = 
&- =" Кии иру и, 


Уравнеше для опредёленя 0% получится въ таком видЕ: 


47. 


Уи 


‚Г 4 , 
у ду ча) 


Пусть { также охнородвая фупкщя степени ть т,-е. 


ДЕу”фи., тогда: 


пу" и ы 


[ТЫ уу 


Чтобы дробь второй заети была функщею и, необходимо 
0, т.-е. функщя { однородная функ нулевой степени, 
напримвръ такого вида; 


‚На у” о Чин. нану 


Дёветвительно если /=е, то 


0% а. и ЗИ р 
о ра ы 
оо учаь чи 
Откуда: би-и.е АУ" .н.е 


Гра 


Полагая ‘п==0, ==и; полатая и=1, А, уе -} 
` в 
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Олфдовательно интеграль уравнены (1) въ этомъ случа: 


& ивтеераль даниаго уравнен1я, которое въ этомъ случа» 


имВеть видь: == (г), получится зрезъ исключене у’ 
изъ этого уравнеля и уравнешя предыдущаго, опредёляю- 
щаго у. 

НапризВрь: интеграть дафференщальнаго уразненя 


Рун 


Ен ИХ 


н—1 


и’ су”. 


зыражветея совокупностью двухъ уравнен! данпаго п ура- 
внен!я: 


Ш 
к" + 6) и (рат = Биди, 
уе" 


$ 44. Предылуний анализь можно обобщить. Пуеть ны%- 
емъ уразнене: 


Калу =, (0) 


дафференцируя его, получимъ: 


ат, Я, а 
ар -ау а откуда: 
ау ау 
а дей, 
Ма, ' ГЫ 
аи м 


Если еъ помощью данваго уравненя можно исключить одну 
изъ перемяныхь х или у, то получимь или ураввене: 
Фи (т’)Фу, паи уравнетие: Фу==Куду)ду’. Вели одно изъ 
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этихъ уравненй принадлежить къ интегрируемных, то по- 
хучвемт нотеграль въ вид: Е(иу’,О)==о или Ф(уду, С). 
Въ томь п другомъ случаф, неключая у’ изъ даннаго и изъ 
одного изъ получаемыхь интегралов, получимъ интеграль 
даннаго уравнев!я. 

Можетъ случиться, что не исклочая вполнв ни одпой изъ 
перемфеныхь д в у съ помощю уравценм (1) в съ помо- 
щио нфкоторато интегрирующаго множителя ^, мы можемъ 
одао изъ уравнений (2) сдфлать точпымъ дифференшаломъ от% 
фувкци 2, у я 9’; тогда интегрируя получимь (хуулу’, О)==0 
я неклюочаял у’ получимъ искомый литеграль. Такой случай 
яамъ зотрётнтея при р$шенит задачи на ортоговальтыя тра 
эктори омофокальныхь эллипсовь и при рёшенш задачи на 
эн кравизны эллинеоида. 

8 45. Сябдующ видъ дифференцальнаго уравненя можно 
прямо изслФдовать на оеновати указапнихь премовъ: 


аФу-нуф" =, (1) 


18 он кащя - лабо фулкщи первой производной, & х, у 
вхолять въ уравнене только въ первой степени. 


Днфференцируя уравнение (1), имемъ: 
фу--воуиу-ьу у ууу" то (2) 
Изъ уравневш (1) и (2), чсилючая у, получимт: 


оф и 
вуки” Фе-уЯ 


(ву эле 
`это уравнене разлагается па да: 


94-е 
ы 0, о-нуу=0 
А ВЫ 


Разомотремь первое, коеффищенть при х и поезд 
. чазонь первой части суть функщи у, поэтому это уравнеше 
& 
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линейное первато порядка относительно <; интеграль тв- 
вого уравновм получнтея въ слёдую щемт их: у 


#=(у,). .. (3) 


Исключая изъ уравненй (1) в (3) У, [получимъ иатеграль 
уравнены (1), 

Этоть апализъ неприложимъ, если тожествевио 2-+ 1/^=0, 
но въ таком случаз уравнение (1) принимаеть видъ ураввешя 
Клеро: р 


‚ 1 
= т 
у —2 Ту 


1 
Интегралъ его : у—0От-= ус. 


$ 46. Остановимея еще на том случаф, когда уравнене 
перваго порядка алгебраичеекое относительно у’ и одной 
изъ поремфнныхь д или у, т. е, когда имфемъ вообще алте- 
браическое уравнен!е вида: 


Нау)=0 (1) 

или вида; (уу) (2). 
Полагая въ (1) уг=2%, мы подучаемь уравнен!е 
Иер -=о (3) | 


хотя уравнеше (1) и не рАшаетея, во уравнеше (3) можеть 

быть рёшено въ частныхь случаяхь относительно фи мы 

золучимь: 2=5(9); откуда: 4х==9'0.40, ду=ну ве =9509,5 10.49. 
Интегрирул поелфднее, инфемъ: 


== [090.5'9 40-0 


Тавамь образом обще интеграль можеть быть виражень 
совокупностью двухь уравнен: 


4—0. | у]. $994 С, 
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Точно также, если въ уравненйи (2) положиыъ у'==у0, 10 изв 
, УР =, 
уравнены /(./0} можемъ иногда найти: у=40; отсюда @у-= 

4/00 


ма и — . 
===’ 040 и = 6 


Общ внтеграль выражается совокупностью уравнен: 


‘'0, 49. 
== ча" ° у—=40. 


Примвръ: уравнене; 


Ау’т-- Вау" Ач, „Вар" о цуа-Та"= 


ее” Зуееро" 1 
чрезь положеше у’==20 даеть; 
бань М 


2 ии М, 


гл Мин М цфлыя тункцы 0; отеюде: 


‚м 
9—м, 
‚име 
и оо 


Ммм. Мм) а 


4) 


$ 47. Задача. Прамая постоянной длины а скользить сво- 
ими колцами по взнимно-перпенхикулариныь обамь хи у; 
при этомь прамая касаетея нВкоторой кривой, которая слу- 
жить огибающею; найти эту кривую. 
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Пусть Г и 5-точка пересфчевя па- 
сательной еъ осями координаль; уравне- 
ше касалельной 

У = (хз). 
Отсюда получниь: 


уж 


==09-=у-— ву’, == 07: 


Уравневе выражающее задачу будеть: 


ы 1 
= (=) 
| 


< 


„ откуда: 


уу 


Ут? * 


Дифференцаруя имфемъ: 


это уравнен{е разлагается на два: 


Чу рр а 
Эро, тн до. 
НЫ (у 
Ивтеерирул первое получимь: у’==0; саЪдозательно оби 
интеграль: 


вс 


и=б-ут-0: 


Второе решение задачи содеожатся въ уравнены; 


ое = 
17%, ^ 


Изь даннаго уравиешя и послВдняеб имемъ: 
& : .; 
"АНИ У фрний 


— 87 -—- 


откуда, исключая у’, имемт: 


Это уравнене принадлежить эпициклоид%, приеходящей 
: ; @ 
оть движешя окрулпости ращуса „ внутри окружности ра- 


дуса а. 
8 48. Задача П. Найти кривую, имфющую то свойство, что 
произведеше периендикуряровт, опущенныхь изъ данных» 
точекь И п РЁ’ па кавательную — вели: 
т чияа постоянная, 
аз Примем прамую ЕР за 06ь х-ьл, 
№ начало координать въ серединз ЕЕ а 
_/ | / 06 увь перпевдикузярно къ ЕР. 
гЯ ог Уравцепе касательной: 


У--у=у' (Х—%), откуда; озиачая ОР чрезъ с, получимъ: 


сиу" — ву" 


ни 
ЕТ = =, Р.Г и 


. Уравнене задачи; 


Ут" 


(ув) 


1-5 у 

Рьшая это уравневе осноечтельно у: 
у-ау'--у-ьб-неут, 
Дифферевцируя это уравнене имфемъ: 


„бу 
29 т урафеееу 


Имфемь два уравнешя: 


у 
УР у"— 


у’=0 д 
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Первое даеть у’—=С, п подставляя ото рЬшеше пт, данное 
уравнене, имфемь общий оштеграяь: 


у=.0в--УЙ-- 6-8) 0* - 


‘ 


Другое уравнеше даеть х= — Чи = У== у 


УЙ--ау" 


ТА для сокращевя наложено 6-0 
дыдущахь уравнешн у’, ныЗемъ: 


4; цеключая изъ пре- 


у 
а 


1. 

Это есть уравиеве эллинса. ПослФднее уравнене пельвя 
считаль общимь интеграломъ дапдаго, такъ каюъ оно пе со- 
держить поетоянной произвольной; это уравнеше пе молгеть 
быть и частнымъ овтеграломтъ, потому что не получается 
изъ общаго рёшешя; поэтому это уравиеве соетавляеть осо- 
бое ршеше. 

$ 49. 0 тразнторяхь. Даша епетема хривыхъ, выражмен- 
лыхь однимъ уравнешемъь въ поремфннымъ параметромъ, 
найти иривых, которыя пересвкали бы данныя кривыя подъ 
одним» и тм же угломв о. 


Пусть уравненю дожной системы крирыхь: 
Из у, = 1) 
Въ точь. (2,9) кавательная съ оеью въ воетавляеть 
ав /аг 
уголь, тавгенсь котораго равняется — (= }: #). Искомая 
криван составляеть съ осью х-въ уголь, тангенеъ котораго 


Е . 
2 Поэтому: 
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[3 

"ар ара аР 
47 _ бу бе аа 


Фата == т ав= Я ЧР п › Сюда полагая апда-=о. 
29 и 
ат ар 
Яу 


ат аР\аи ве ‘ар 


д" И (2) 


Если изъ уравненй (1) и (2) исключимъ перемфнный па- 
раметръ В, 10 и полузимь дифференщельное уравнене пс- 
комой кривой. 

Когда уголь х прямой, то пекомая сровая пазывается ор- 
тоговальною тразкторею и уравнене ортогональнон тразк- 
торн получится исключая 8 изъ уравненш (Г} н 


аЕ ар в _ 
д во“ 


которое получаетея изъ (2) чрезь положенше о— со. 

Найти кривыа, пересфиаюция подъ даннымь угломъ систе- 
мы кривыхь, уравнеше которыхъ у”, гдЪ В перемфнный 
паряметръ. Изъ дациасо уравненя имфемъ: 


аЕ 


_,@В 
жш=- эява" ‘№ откуда: 


(1 олова" 99 (ибн. 


Иеклочая В, получимъ: 


{х— пу) @у-—(пту--ахг= 
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полагая въ этомъ уравнеши у==их, получим: 


— А-а и -- 
Для случая ортогональныхь травкторй, полагая 9—0, 
пыфемт: 
41 тида 
= 
хо ми 


Иатегрель этого уравнешя: 


ая-нил= 0, 
Даля влучая и-=1 т,е. кода ищемь тразкторн системы 
прамихьъ пеходащихь изъ начала координать, дифференц- 


альное уравпеше траэкторш принимаеть виде: 


аау— удт—оах-нубу) 


Полагая 2==7005<, у--узто, обращаемъ это уравнене въ 
ы 


@} 
саду ощее: Фрыяь. Мятегрируя получимь 70’; это у- 


равнеше принадлежить логариомичеекимъ спиралямь. Вели 
же травктори ортогональны, о-=со и 7==0 1,-е. траэкхори 
суть вонцентричесыя окружности. 

$3 50. Найти ортогонадьныя траэктори омофокальныхъ 
эллипсовъ, Уравнеше системы эллипеовь: 


ВД р церем®нный параметр». Изь уравнен:я (1) 


ие Е т 
ие 


Узлове ортогональности выразится уравнешень: 
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Исключая язъ этого уравнеым н’ уравнены (1) перем%н- 
ный параметрь с, получаешь дифферевщальное уравнеше 
травкторли: 


(уу ел = у. 


Раскрывая это уравнеше и дифференцируя его пывемъ: 


Фу’ а В 2 = 
уу чай уй-ое чу = ууб-ау уно; 


ко взь даннаго дифференцтальнаго уравнеши ныфемъ 


велЪдстые этого предыдущее уравневше по сокращен ва 
1--у’ приметь вндь: 


в 
ву +у(@ау—уУ=о, пли 
Ч +“ С, или м -.@ Я 0, 
уу & ут 


интегрируя, получимь уу==Ся, гдВ С’ постоянная. Подетав- 
зяз отсюда у’ въ данное дифференщальное уравнеше полу- 
чимъ обиий интеграль въ такомъ видЪ:; 


Се 
1-0 


Чу 


это уралнеше есть уразневе омофокальныхь увиерболз. 
$ 51. 0 лищахь аривизны поверхностей втораго порядка, 
Еели возьмемъ уравнел!е поверхности 2-го порядка въ 
такомъ видВ: 
о 


я фе 
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то дифферсвальное уравнеше проэкщи лиш кривизны на 
плоскость ху слБдующее: 


@#/ кз о— В 

ыы у) ее. 

С В 
Полагая: СЫ о кА =, мы даемъ этому уравне- 
ВЮ ВВдЪ: 


и (аа дит [1 
Ау ( Е +-(2'—Ау— В) я: -ду—=0. 
Это уравнене можеть быть написано такъ: 


(@у’—У(Чуу--)Ву 


и интегрируется точно также какь уразнеше предыдущей 
задачи, Дифференцируя получаемъ: 


"у" 


Ауд Ау” — уу" 
(Ау Ву оу у=0. 
Подотавляя изъ далиаго уравнешя 


г дуфв-ИИ И. 4 


й сокращая все уравневе на 4у”--1, получаемь уравнене; 


'Интеграль когораго у= 


$ подезавляя эту величину 1’ 


въ данное уравненте, получаемъ интеграхъ: 


ВС 


2. =. 
С» “= до 
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Вр" 2. р? 
в) р тд в вовый перем$иный 


Всафдете симметричности этого ураввеня относительно 
ми, тоже самое уравнев!е представляеть проэкцю линио 
кривизны поверхноети 


когда 2 принимается за перемфиный параметр. Поэтому 
ири опредфлеяянхь зназентяхь ри м, уравнеше (6) пред- 
ставить проэкцию лини кривизны общей ин поверхности р и 
поверхности и. т.-е. проэкцио ихз переефчешя. Отеюда сл%- 
дуетъ, что лишею кривизны двухъ поверхностей (2) и (и) 
служить ихъ пересфчен!е. Чтобы такое пересфчене было 
возможно, если 2>>67>0, и должно содержаться между фи с. 
Отсюда слФдуетъ, что три поверхности: 


въ которыхь с7>6, р изыфвнется отъ © 40 о, и оть 8 до с, 
зу от о до ©, предетавяяютъь три системы поверхностей, 
имфющихь то свойетво, что поверхность, принадлежащая къ 
одному какому-нибудь семейству, перес®наетея ловерхвостя- 
ми другихъ двухъ сомействъ по лишямъ кривизны. 

$ 52, Къ неявнымь дифферевщальнымь уравненямт мож. 


— 94 — 


по отнеств замфчательную групну дифференщальныхь урав- 
ненй, изолдованныхь Лагралжемт. 

Мы уже видфли, что вели изъ двухъ дифференщальцыхь 
уревневй перзаго порядка, ивь которыхь каждое содержать 
особую постоянную величину, чрезъ дифференцироваве ихъ 
и исключеше постоянаыхь получается одно и тоже диффе- 
ревцальное уравнене 2-го порядка, то лифференщаяъное 
уравнене 1-го порядка пронеходитях отъ общаго пачальнаео, 
содержащего 021 поетолиныя и получаемое чрезь нсклю- 
чеше производпой изъ обонхъ данинхь уравиешй. 

Положихгь, что дифференщальных уравнены, нуйюния ска- 
занное свойство, приведепь въ такому виду: 


5(ви = 
э (енд) =, 


22. 
ето. 
ау 


. м 
Начальное получается чрезь искаточен ет, ит этихъ урав- 


нешй п иметь видъ: © (дуб) =0. 
Лагранжь показать, что если намъ дано дафференщаль- 
вое уравнеше 1-го порадка вида: 


а т 
в (в) у (в) =) 


то его начальное будетъ имть также видъ: 


Фила) = 


, 


съ услонемъ, что а п 6 связаны между собою уравнешемт: 


Иа} 


0. 


Это заключене очевидио; дЪиствительно изт урапнев!а 
Фил а,6)==0 по условно получаемъ: 


—%-— 


а такъ какъ @ н 6 связаны между еобою предыдущимъ урав- 
нешемт, то п ныфеыъ уравнеше (3). Итань Фуа) =0 
при услови Ё(а,6)==0 евть интеграль уравпеня (3) и при- 
томь общ, потому что содержитт одну постоянную лаия- 
нюю противъ рравнени {3). 

ПризиЕры. Даяо уравнен!е: 


ууту" = Дону) 


Полагая уу1-ну=а,т-нуу’==0, полузаемь изъ того и дру- 
таго одпо и тоже дифференцальное уравнен 2-го поряд- 
ка: } +у?--уу”==0; повтому ‘интегралъ даннаго уравненя 
получится, исключая у’ изъ уравневй 


уут-нуаа-ниу =, 


именно искомый интеграль: . 


99--(#—3)* > ДВ и, 


Уравнеше Клеро принадлежить къ этому классу уравне- 
в. Дфйствительно въ уравнеши Каеро 


ужау--Аи 


Полагаемь у--пу’==а, у’=0; получамъ для обошхь урав- 
вен дифферевтальнос уравнене 2-го порядка одно и тоже, 
& именно у’=0; слВдозательзо интеграль уравненя Ёлеро: 


у=-На, тдф в==1. 


$ 53. Въ нъкоторыхь случаяхь пзвЪетная подетановеа или 
преобразован!е даннаго дифференщальнаго уравненя помо- 
гаютф его интегрированю. Возьмем напримръ сяёдующее 
уравнене: 
. 


ео 
и, 
(и 
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: 
Полагая у? -/), 


‚ имфемь 2==0 


а — 
В ® 


откуда Фе (2—1) (Чей). 


Написазиии данное уравненю закъ: 9у-Зуйтжзейт и ветаг- 
ляя сюда жи 4%, ныфемь: 


(де-ну) Фи (уе) ае. 


Полагая въ этомь уравнени: г-ну, 2— узо, приводимъ 
его къ такому виду: 


оби==Зи Фо, 


общ пптеграль котораго слдующиЕ: 9°=СОн, тАЪ С по- 
стоянная величина, Зам няз 4 и # чрез 3,2, ия эрезт ун а 
ц уничтожая иррашюонвальность приходнмъ ит такому урав- 
невно. 


2—0) 16044 авучна^). 


5 
2-й примфрьг 7. 


Это уравнеше принадлежать кривой, для которой. перпен- 
дикулярт онущенный изъ пачала координать на касательную 
есть функщя радтуеа вектора. 

Полагая ф==7СозФу-—уз и, давмъ предыдущему уравненио 
такой вилъ; | 


:{", откуда: 1 в 


ГЫ |" 
У»=(©) Ч "(1 .- 
$ 


въ этомъ уравневи перемнныя раздлены. 


= 99 — 


# 
3-Й првы р: (2) = Ла“ Ву?. Полагавуь унезеи 


чаем: 


ме (се леич-вих. .. . 


Чтобы это уравненше было однородно, необходимо 


и (-— 1-55 


‚ в : 5 
отсюда опредфляехь показателя = и находим услоне 


между постоянными 7,@, и 6: я(в—5)=а6. Если услове вы- 
познено, то уравыеше приводится къ однородному и, пере- 
мфвныя могуть быть фраздфлены еъ помонию подетановен 
а=их, 


4-й принёръ. у’З-нау--у—а (дана) 54а (а) =0. 
Диффореяцируя это уравнеше получаемт: 


(Зу’-нх дада - Заале. 
Это уравнене разлагается на два: 
Чу’ Зафео, Зуи дало. 


Изъ перваго уравневыя получаемь: у’=ат-+-0О и ветавляя 
эту величину У’ въ данное дифференшальное уравнене, на- 
ходимъ общ интеграл: 


2—4 — бб. 


5-й преыёрь у 2’ 
тактъ: 


у’°—ю0. Напишемъ это уравневе 


-ый=(е-+у). 


Полагая: у-нд"==2”, получамь: х+-у=е ИЛИ: 2-Е. 
Положивши; 2-—2==1, 1+ 2е==и, приводимь это уравнеше къ 
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виду: ЗчН-Фи=о; облиЙ иптеграль его: =. Ветавлая 
сюда виВето ий и 2 ихъ выражен и уплчтожая иррапуонаяь- 
ность, получаемъ обний пнтограль: 


(Зау--дат--Су-—4(унт) 
1? 
6-й прим ръ: уу" (ии), Полагаем: 


у ба/ аи"; откуда: ууу а ни 


и мы пыбемт: 


—- ами — ме : 
У Г ы = [о 


Это уравнеше разлагается па два 9 


о, а еай-ьый. 
Первое уравнен!е дасть у’=2а2; это выражеше у удовле- 
творяетъ данному дифференишальвому уразнепио; по такъ 
какъ оно не содержить ноетоянной, то оно составляет, 0со- 
бое р®щене данваго уравнения. 


Второе уравневе: фи“==а--и” приводать къ слёдующе- 


му уравнению: общ интеграль котораго 


РА 
уг # 


ину 


э 
7- прамбръ: у’? аи 


Это уравнеше можно написать таит: 


‚ & 5 В 2 
(› р) —(1-н="} в) . 


ео м 


‚ Ре у ; 
Полагая! уе уб-Ай, даемь отому уризненио вид: 


да(т-нидили Эбвзеу ка". фк. 


Интеграль предыдущаго уравнения: 


Ут 
2:= —5— 


о (+ ну )-=с, или: 


Убе нае --я-енута=0. 


8-й прим ръ. (ву у)— мун") =. 
Напишеня это уравнеле такъ: 


(з4у-— ув 2оу (ана) 0 


и положимт: Зу= =; опредфляя отеюда 4, Фу и под- 
ставляя эти величины въ данаое уравнене, находимъ для 


й . 
в еяфдуюнця два выражения: 


[2 а--20 44 


о о о 


Согласно съ этимь нолучимъ два интеграла: 


(инъучнл О (чу. 
Или обь рёшеня соединяя въ одно: 
(инфу +4] 6—С)-+(у°— бу. 


Вотавляя выЁсто 9 и © ихь выражешя пох и у этому 
уравнетю можемъ дать видь: 


(-9'-(-90= 


9-й` приифръ: (дбу-нуаз)* —З/(@т-- ау") 0. 
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Полагаемъ какъ въ предыдущемь орны? 
получаемъ: 


зил) дилацао-ь(у и) Фи" | = 0 


Зу=и 


Этому уравнению можно дать видт: 
о? | (у пди-- (2 — и) а. | о-ен} аи (боец) во | 50. 


Днфференщальныя впражовя дфлаются точными диффе- 
ренщалами, если каждое изь нихь раздФляется на 2 — и“, 
нмы имфемт: 


аи (2 — в 


уз _ 8 
6) (© 1?) т) в)=». 


од у? 
Е 


10-й промжрь: 9—2. у-+4ууу=о. 


Полагая у==2"; пыфемы: 42'(2'-— ди’) 0. 


Рашеше #‘==0 иля у==0 есть 0е0бое рёшено, удовлетво- 
ряющее данному. .Обыйй иптегралъ’ получается изъ ураз- 
нены: 


а’з--ви-не=0, 
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Дифференцируя это уравнене, имфемь: 


2, 
——(9%'- = 
т (2 —} 


НИИ х. 
Второй множитель будучи приравнена нулю даеть 2”. 


2 
1 
. Общ же интеграль получается изъ уравненя 


Ветавляя эту величину получаемь особое рашенте: г = 


иап: 4уу= 


= откуда 250 и интеграль , 
ДЕ» откук р | 


#=05— 0% ви у—0*(%— 0}. 


У, 0бъ особыхь рбшешяхь дпоферснщальныхь уравненй перва- 
— го порядка. 


8.54. Мы видзли, что дифференцтальное уравнов!е 1-го 
поралка можеть ить безчисленное мпожество интегразовъ, 
разнящихся между собою значевями постоянной произволь- 
ной. Когда эта постоянная остаетея неопред®ленною, инте- 
граль называется общриме, когда она имфеть опредленное 
звачеше, ивтеграль называетея частныме интералом. 
Иногда дифферендлальнымь уравнешяыь удовлетворяютъ н#- 
которыя конечныя соотношен!: межху перемфннымн безъ 
постоянной произвольной, которыя нельзя получить изъ 
общаго интеграла, приписывая постоянной опредфленное 
зпачене. Таяя соотношеня, будучи р®шенями дифферен- 
щальнаго уравнены, нельзя отнести къ Застнымъ интегра- 
Замь; пхъ навывають особыми рлшенлми. 

Чтобы найти особыя р®шевя дифференщальнаго урав- 
непя 


позожимь, что В(т,иу, С)=0...(3)` предетаваяеть обний инте-. 
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траль его съ постоянною произвольное С. Производния эт0- 
го интеграла: 


Для того, чтобы уравнеше (2} было интеграломь уравне- 
вйя (1) необходимо и достаточно, чтобы чрезъ исключеше 
С изъ уравненй (2) п (3) получилось уравиеще (1). Поснот- 

° римъ: нельзя ли удовлетворить уравненю (1) тъуь же урав- 
нентемъ. (2) нначе: нельзя ли получить урёвневе (1} чрезъ 
исключене С взъ уразневй (2) н (3), пояагаз, что С есть 
нфкоторая функшя перемёиныхь я и у? Въ предположен, 
что С есть функщя © и у дифферевшаяь отъ уравяен!я (2) 
получится въ таномъ видё: 


——йу (о 


ЧЕ. ЧР, ‚ЕО, а. 
де а аи = 


Это уравнене можно написать такъ: 


{в [09 

|+ 90 26| а, 0 40| а 
ЧЕ аа | @& | Ч ау 4 у 

| | ОО: 


Поэтому если С функщи такого свойства, что 


аЁ ЧЕ 

20 46 26. 40, (4) 
аР ах 2 а Ч’. 
ео ч 


то производная оть уравненя (2) будеть яыёть тоть же 
видъ, накь и въ случаз С ностоанной, а потому м резуль- 
тать покдюченн С между (2) п (3) будеть тоть же ‘т.е. 
Кельу) 0. Ичащь когда услошя (4) вышолнены, то уравне- 
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н{е (1) удовлетворяется уравненемь (2), хотя С замфнено 
фунющцею хи уни елвдовательно уравнев!е (2) не относит- 
ся къ частнымъ интеграламъ. 


Услов!я (4) могуть быть ‘выполиены различиныь образом: 


ас 4 - ‚ 

1. Полагая --==0 и -—==0, Тода С не содержить них, 
ах @у 

ви уу и сабдовалельно С постоянная произвольная, & уравнеше 


{2) есть общйй иптогралъ. 


9; при такомъ положен изь уравненя 


г 
3. Полагая т 


а зу С) 
40 
стознную и опредЪленвую величину. Въ послЪднемъ случа 
уравнене (2) будеть частнымь интеграломь; но если С 
опредфляется какъ функщя хи 9: напримёръ С=\х,у), то 
уравнене (2} получить -видъ: 2, у, $ (2, у})0 и будетъ 00- 

бым»в интеграломъ уравневя (1). 


3. Полагая совмЪетно: 
. 


—0 получимъ С вакь функцию хи у или какъ по- 


1 
РТР 
45 ау 


при чемь должоо замЪтать, что существовав!е одного урав- 
неня влечеть за с0б0ю существоване другаго, волфдете 
‘уравиеня 


ав аЕ, 
ба ау? 


Величена С опредфляемая изъ предыдущихь двухь усло- 
зШ вообще даеть 0е0бое рЪшевте. 

$ 55. Общему интеграяу Е(х, у, С)-=0 можно дать раз- 
личные внды, но уравнения (4}, служацйя къ опред$леню 
особыхь рЬшешй от перем®ны вида общаго интеграла не 
изм натся, 
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` . , 20 @0 
Дъйствятельно коеффиценты три дат я въ этихъ урав- 


. ах а 
ненщяхт представляють соотвфтетвенно—ун-теуЗавноямость 


ще х отъуи 0, также у оть фин О, остастея одна и таже, 
какь бы не мфяяли видъ инчеграла Р==о. Отеюда вызодимт, 
что, если общий пнтеграль призедень къ виду: ==, 0}, 


@. аЕ 
иди х=Ф, (у, С) то г 1, илн ни и для овобихь р%- 


{2 к а 
щен изъ уравненй (4) получаемъ только = 0. Вооб- 


ЧЕ 
%( 
ЧР 


ае 
е, если — и — величин конечими, т. МСТ - 
ще, Я "в ы © вмфето уравне 


. ЧЕ 
вй (1) должно взять только а0=“. Обстоятеььетво, вей- 


час» указанное, всгрёчаетея всегда, когда перзая часть урав- 

нена И-=о есть фунюшя вмолн% опредфленная и пепрерыв- 

ная количествь 2, у, С. Можеть случиться, - что значеня 
В аЕ 

9 16 


п у, волучаемыя итъ уравненй Г’ ‚ обращають 


аЕ . 
а въ вуль, тотда усломемъ опредфлающимь особыя рёте- 


я будеть только ЯР. Ч е ЯР х 
н!я оуд Е. ас Я 0; но если и р =0 при этихъ 


зваченяхь, то особыхъ ртенй не существуеть. 


$ 56. Въ предыдущемь мы вывели особыя рёшщеня изъ 0б- 
щаго интеграла, предполагая его извфстнымъ; но можно найти 
особыя рёшеня, если они существуютъ, изъ даннаго дяффе- 
ренщальнаго уравненя, не зная его`интеграла. Пусть 


В ул/)ето (1) 


дапное дифферентальное уравневе, означимь его общий ин- 
тегразъ чрезъ 


Е(т, у, Суеыо, (2) 
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° — непосредственно получавмую производную оть этого инте- 
грала чрезъ 


9, у, 6, уве (3) 


Таиъ какь ати три уравневмя должны сущесчвовать еов- 
м6стно, то можно разематривать общ интеграль (2) какъ 
результаль исключеня у’ изъ уравнешй (1) и (3). Поэтому 
если положимъ, что изъ уравненя (3) получаетея 


ууу ©, (4) 


то, вставляя эту величиную у’ въ уравнеше (1), нолучаемъ 
оби интеграль въ такомъ видё: 


Же, уро; (5) 


постоянная произвольная содержится въ $. 
Но но предыдущей теорш особое рёшене получается, 
исключая постоявную С изъ общатго интеграла (5) и изъ 
производной отъ общего интеграла по постоявной С, т.е. 
аа а 
9 а (9 паи ео... (7) 
арао 8$ 
А такъ кавъ {ф поставлено втфето у’, то’ получимъ 
060б0е ршеше получается, исключая у’изъ уравневй 


изъ уравнения: 


что 


(8). 


, Ч! 
Кьру)о п пу 


При этомъ волЬдетве предыдущей теорйя должны имЪть 
танже 


4 4, 
аб 9 й (9). 


Мы вадфли также, что овобыя рёевйя могуть получиться 
изв уратнешй 
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въ настоящемь случаь котда общ ивтеграль: ((х, у, ф)==0, 
изъ уравнений: 


и. им“, @ & 
аи латы 


„ВЕ ЯР ау 4! аР т. 
п нау р Пуна а 


Такъ канъ при этомъ должно удовлетворяться уразлеше. 


то предыдущйя равенетва удовлетворяются когда, 


4 а 
д или ду. 


Ятакъ особыя рёшеня могуть быть опредфлены хакъ об- 


лия рёшеня двухь уравненй, получаемыхь чрез неключе- 
ве у’ изъ трехъ уравневй: 


ЯР а! ар 
Пу, дрен 


Согласно съ замВчашент, высказаннымь въ конц иреды- 
дущаго $, мы выводимъ, что если знеченя д или у, нолу- 


. @ и 
чаемыя изь уразненй (у у)=о и о обращають т 


въ нуль, то усломемъ опредВлающимь особыя рёшешя бу- 


деть ЧР ‚Е ==0; если же и 0, особыхь ршен!й вооб- 
ау ав & } р 
ще не существуеть, за исключенемь того случая, когда хи 


9 
4 
личивы постоянныя, обращають уравнеше (а, у, у’)=0 въ 
тожество; елфдовательно въ этомъ елучаф необходима по- 
вВрка получаемыхь рёщен!в. 


—о, Чо какь ве- 
4% 


МР 
у, опредёляемыя уравнениями? тут, 
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Уравнев!я (8) мошно написаль, согааено съ общей тео- 
рей овобыхь руьшенй, вх такомъ вид: 


г 4 
@ 

Из, у, 0, и и З==0 иШИ га Е==0. 
а у 


Въ томъ случаф, когда данное дифференциальное уравне- 
. ‚ а . . 
нене рёшено относительно Ур п овобыя рьшеня но- 


лучаются изъ уравненя: 


1 1 

а или а 

@% ау 
” Но должно замфтить, что эти 'рёшена должны также удо- 
влетворать уравненмямъ: - 


К, уз ’)==0 и ра Г а’ =0 


$ 57. Перейдешь теперь кь геометрическому объяснению 
особыхъ рёшенй, сначала тЪхъ, которыя` получаются изъ 
общаго антеграла. Пусть общий ивтеграль дифференцальнаго 
-уравнешя: Их, уу)=0 (1) сафдующи: Ее, у, Су==о (2)... 

При онредфленнонъ значен:и С’уравнене (2} представляет 
зризую, обладающую въ каждой тозк$ свойствомъ, выража- 
емымь уравневшемь (1); вообще же оно представляеть систе- 
му кривыхь, похучаемую чрезь приписыване параметру С 
воБхь возможныхь значе. Дв® безконечно-близыя кривых 
этой системы выражаются уравненями: 


Е, у, О-о, Е(т, у, С-а()=0 
или что все равно уравнешями отеюда проистекающини; 


Е 


Тв, у, бо, то = 
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Каждая точка той и другой хрявой иметь свойство, вы- 
ражаемое ураввенемь (1); это свойство привадлежить и точ- 
&В пересфченя двухъ безконечно-близкихь кравыхь, если 
такая точка существуеть: поэтому око принадлежить рялу 
точекъ поел®довалельнаго пересёченя кривыхь Ё=о, когиа 
С припиеяваемь разлничныя значея:я, Рядъ же точекъ посл$- 
довательнаго пересЁчен1я системы кривых» воставляетъь 9#4- 
биющую кривую относительно кравой, измЗняющей свое по- 
ложене и видъ велфдстве измВневя параметра О. 


Уравнеше этой огибающей получается чрезъ исключене © 
.. аю й 
нвъ уравнен И: Р==0 и `тс--о, отоюда олФдуеть, что свойство 


зыражаеное уравненемъ (1), принадлежить, кром% кривой съ 
параметромь С, и кривой огибающей, въ уравненйн которой 


. ‚ @Е 
цараметрь С исклюзень съ помощю уравнев!я я@ 


Тавимъ образомь рётая задачу о кривой, удовнетворяю- 
щей извфстному свойству, выражаемому дяфференщальвымт, 
уравнешемъ перваго порядка, низче, рфихая залазу объ ин- 
тегрировани дифферентшальнаго уравнезя, мы находим во- 
обще: два рёшеня: общ янтеграль 2х, у, С) =0, какъ урав- 
пеше системы кривыхь, п 060бое р8шеше, которое полу- 
чается исключая С’изъ уравнев!!: 


ар 
Из, 3, О-о уяо. 


и которое принадлежить крязой огибающей. 

Конечио такое особое рфшенс существует не зсегда; для 
его существовалия необходимо, чтобы кривыя, собтавааюния 
систему, между собою послфдовательно перес®кались. 


8 58. Точно также способъ непоередетвеннато нахождевя 
особыхь рёнешй изъ даннаго дифферениальнаго уравненя 
можеть быть объясненъ геометрически. Мы предлежимъ здфсь 
два объясненя. 
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1. Всякую точку (ту) на одной изъ отибаемыхь кривыхъ, 
опредфлземыхь общим интеграломъ, можно принимать за 
точку другой кривой той же системы, отвёчающей другому 
значенню С. Уголь этихь двухъ кривыхь есть уголь ихъ ка- 
сательныхт въ этой тгочк®; поэтому въ точки (29) холжны еу- 
ществоваль по крайней мёрВ дв различныя по положеню 
касательныя, по этому 9’ должно имфть по крайней м8рз 
два значекия. Эти значешя прямо получаютея изъ даннаго 
дифференщальнаго уравненя: Их, у, у’)==0. Отеюда сядут, 
что особое рётеше существуеть только въ томъ случа, 
когда дифферепщальное уравнеше по крайней мёрф 2-ой 
втепенн ихи когда его модно разематривать какь рёшен!е 
уравненя высшей степени. Когда точка (2у} лежить и на 
огибающей, у’ должно иыфть для обфихъ кривых одно и т0- 
же значен!е, иначе для точекь огибающей два значеня у’ 
должны сдЪлальсл равными; слёдовательно функц До, у, У’), 
будучи написана такъ; =’) р,). 
суть фуньши 2 ку, для точекь отибающей должна имфть 
равныхъ множителей; эти равные множители суть общие дяя 
Я 
ау" 


уравненй /=0 п 


2. Пусть аб, 5’, а"Ъ".... повдё- 
довательныя положешя отибаемой 
кривой, дифференщальное уравнене 
которой (а, у, у’)==0. Зналеня трехъ 
перемвнныхь 2, у, у’ зЪ точкахъ 
т, №, т'...ЛМ. получаемыхь. оть 
ъуь Г пересзченя системы огибаемыхь 
о  Прамою парамельною оси о-въ удо- 
влетворяютъ предыдущему уравнению; а такв какБ ордината 
39—08 для вофхъ этихь точекъ одна и таже, ‘то значене аб- 
сцессы ВМ точки № лежащей на огибающей получится, опре- 
дёляя у’ соотвФтетвующую наибольшему значению абецисеы 


@ 
2, т.-е. полагая ар =0 при постозномъ у;но 


` 


откуда получается, что наибольшее значеше х“” получится 


а 
— 0, откуда аи .=0, НЛП 


Проводя параллельную осн у” мы найдемъ точно также, 
что вапбольшая ордината при постоянномь 2 получатея, 


8 


полагая у Яо. Исключая же изь этихь условй у’ съ 


помощио даннаго уравнешя, мм получасмъ уравиеяе геомет- 
рическаго мёета крайнихь точекх т.е, уравнеше огибающей. 
$ 59. Примбри: 1. Дифференщальное уравнене: 


уни —у— аду") 41-2) =0 
„имбеть общимь интегралом: 


Е=у— ава Ча’ — Об — 


Отеюда:— ЯР 


аб=— 21—20 и полагая — т— С ==0, имфемъ: 


5 
С-=-— 5; вотавляя эту воличину въ Е, получвемъ особое рЪ- 
; у В 
шен!е: у-\ @—4 э--40я. 
Дифференцироваюе даннаго уравненя по у’ жаеть: 
З’-+2-—4а5-==0. 


Опредфляя отсюда у’ и подетавляя въ данное дифферен- 
щальное уравнеше получимв тоже самое особое рёшеше. 
2. Дифференциальное уравнене: 


уу ую 


— 1 


иметь общимъ интеграломт: 


ПЕЗау-н 9-0 4-8 


АО И исключая С получаемъ 


у==-2”; но эта величина у ив удовлетворяеть данному 
днфференщальному уравнеюнно п легко убФдитьея, что част- 


аРаЕ 
ныя произподатмя ао ду обращатся ви, пули когда ПОлОжиМЕ 


ам 
въ одно время И ==0 и = ==0. 


вс 
Дифферевцируя данное уравнеше по у’ получаемх у’==-— 5, 
вставляя эту величииу получить 9-н#=0, но предыдущая ве- 


, . @ 
личина у ме удовлетворяет ‘уравневю Я — 0, въ 
настоящемь случаВ у’—0, ноэзому это ве ееть особое р%- 
шенге. 


Приыфръ 3. 02-5" Фабрик тени): 83 о 


47 ини 2 ‚ 
= - м9 у уе + 99°, 


ды =— ау Ве --уу’, 


а. - 2 1) " 
вши = (— 1+). 


& а й 
Полагаз—,==0, имфемь о--ууыиих, что удовлетворяеть 


му 
34 
уравненто „+ 9 


такомъ вид: уу? по. 


'==0 и особое „рёщене получается въ 


4, Звдама. Найти кривую, нормаль которой средняя про- 
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порщональная между отрзкомъ осп 2” до ветрфчи съ нор- 
малью и пввоторою постоявною 4. Уравнеп!е задачи 


зутнузуаечниг), 
которое приводится къ такому виду: 
аа— у (1--у*)— уу", 
Отеюда: абе=ЕЗу@у(1--у”)-Зубу’у"— су’ дубу", или: 
(2уу’—а)(уу’у’--а-нузвуаыо. 


Это уравнеше разлагается на дза: 


уу’@у’---ну")@у=о и Зуу’жа. 


«(и /6'—у"); 
полагая С—ае, можно нависать его такъ: 


{2—с)*ну’—ас. 


; „_@ 
Второе уравнен{е дает У=оу и Зрезь подстановку въ 


данное получаем: 
. а? 
9 - @ф=. 
у 4 
Нервый интеграль составляеть общее рёшене, второй— 
особое, Поелфднее должно получиться изъ общего по ука- 
занному правилу. ДВйствительно: 


Е(еф ву оо, = 2{9—в)—п; 


@ 
отсюда с=5-= 8: 
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Ветавляя эту величину с, получаемъ 9—1 0. Тоже 


самое получимъ чрезь непосредственное дифференцироваше 
даннато уравненя, по у’. Общйй интеграль выражаеть си- 
стему окружностей, центръ которыхъ лежить на оси 2, а 
рамусь измфняется пропоршюнально корню квадратному изъ 
разетояшя центра отъ начала координат. Ве эти окруж- 
ности огибаеть парабола, уравнене которой: 

а? 


42-— . 


У Дифференщальныя уравнешя вынихь порядковь. 


$ 60. Интегрироваяе дифференшальныхь уравнен! вы- 
сшихъ порядковъ возможно только въ частныхь случаяхъ. 
Изь этихъ частныхь случаевъ мы. раземотримъ прежде вее- 
то тоть случай, когда производная я-го порздка оть нейз- 
вветной функпи дана какъ фунющя перемфнной независи- 
мой. Очевидно нахождев1е назальной фувкци въ этомъ елу- 
заф зависить отъ нвадратуръ. Пусть дано уравнене: 


а“ . 
нех (0 

тдф Х данная функшя 2; озвазимь чрезь у, у. 99 
значен:я функц у’и ея »—1 производныхь пря т. Изь 
увавненя (1) нием: 


#5 "1 


=. +9, 


#9) и 
ое) = 
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®—\ из} 
=Х.--) нь 


ив 5 9) 


9" Се 
+, чу = 


. 
аи р 


и—1 
р мы -  @ и) 
=, та (— Ну (2—%)} и 


Вообще полагая: 


@—№м 


р АР ХНР, 1, гв 


—з) 


есь 


^— 


®—&+9 


оби ыы), 


имВемъ: 


д 


а" 


= ый [В "ХР, 


= = 


Полатая -=и—9, получимъ: 


р Х, «-—Р,_., 
откуда: 
‚-[х и Гр. _@-ну, 
или 


у=Х,--Р 


а * 
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а 
ды] ‘ат.. -] Хах; 


2 


Очевидно, что 


число интегрированй зяфсь равно 2, а 


в! 


№ 


УФ), 


ли 


оба" 
(и— 


Функщи Х, или предыдущему я-кратному интегралу мо: 


Е 

но дать другой видъ. Въ выражени х,=х, 4% вота- 
= 

вимь подъ знакомь интеграла 2 вместо х ин пусть функции 

ХХ, _.,..Х,Х обращаются волфдетые этой подстановки 

Ъ ей, Получать: 


2 
Х,= 2,14, 
5 
и замзтныь, 910 


47, _ #2, 44, 
= -.=. ЧЕ" 


х . 
—=|Х, 42 при 2, обращается въ нуль. 
5 


и 310 вообще Х, 


Возьмемь вообще слбдующй интегралъ: 


° р 
0=(«-— 2)Р.Е 4, 


8* 
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въ которомъ положимт, что Вх, 
яыфеыь: 


Е 
2+ 2 
И „Ре 
ры 


0; интегрируя по частямъ, 


Первый членъ второй части ображается въ пуль, а по- 
тому: 


2 
1 ае 
[№ в) Ро хе з)Р+1 Е а. 
. =, =, 


Полагая р<в и ветавляя выЪето 8 фупкцю #, 


и--р—и П0- 
зучимы 
= 
[= 2}. ра @ - =) ео „ЧЕ, или 
и 
= 2 
г, 1 
т 
то = 


Отетола легко получить: 


= 
1 

-—8)Р.2 т 

| ря 


о 


1 


Ро) ии 
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н фак 
Нар -и® да. 


Полагая здЪеь р==0 имземь: 


2 = 
Х,= т (2. 24а. 
м, ® 
СяВдовательно 
1 г 
4 = еп (2— 2)" б4-Р,. 
5 
Если въ уравнени: 
[6 
-х | 


положимъ у равнымъ нфкоторой функща Йи, то Х равняет- 
ся производной я-го перадка изв Х== и. по предыдуще- 
му выраженю у имфемь: 


9) 
пы) Ра =: 
= 5-0 дан ®— в) 
(@#—2) 
= Вы „ 
„н си жа) Ра,. 
Или: 
поболе тЫ дочнисн ВО Е" пи, 
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"1 Ты 
@—2) 243. 
т ы в в 
т.е. получаемь Тайлорову строку. ^ 

$ 61. Пуеть диффереящальное уравнеше содержить толь- 
ко дв поел довательныя пронзведныя, ныенно раземотримь 
свачала тотъ слузай, когда уравнеше содержить только вто- 
рую и лервую пропаводныя. Такое уравнеше въ общемь 
видЬ: 


49 4 _ 
ата) а) 
. @ . 
Положимь для сокращен!я р =1(2), уравнеше (1) напи- 


шемъ танъ: 


Е (2) {3}. 


й [7] 
Полатая, что это уравнене рЬшается относительно НВ 
ходим: 
@ 


=), отсюда Чи % (4 их 


Напишемь уравнене (4) такь: р = 24. 


откуда интегрируя получимь: у= 2. 0, (6; Си Ц про- 


. извольныя поетоянныя величины; исключая 2 изъ уравненй 
.(5} и (6), если такое исключено возможно, получимь инте- 
траль въ такомь вид: 


Фес бр (7). 
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` 
Если положимт, 410 при а=%, уе, и р==рь, то урав- 
невдя `(5) и (6) надишутся такз: 


Повидимому сюда входять три постоянныя #/р., но ис- 
ключене р изъ этихь уравнешй приводить къ нЁкоторому 
воотношенно $(тузх, 9, Ро)==0 и мы видимь, что величина 2, 
опредфлится каюъ скоро даны: % и у,. . 

Еелибы уравнене (5) р%»шалоеь относительно р, то мы 
получили бы изъ него реьИх,С) и отсюда Яу-фоь Са и 


= 
уе. бас"; это уравнен!е и будеть общимь петегра- 
55 


. 9% 
хомъ. Вогда уравнеше (3) не рфшаетея отвосихельно С, 


но р№шается относительно р, то полагая г — 4, получамь 
р==04; откуда Яр==о'4.4, нли 4@л=:'0-@4, или ТЕЧ 
за. 

Я 


Интегрируя получим: 


Обний интеграль получится чрезъ исключен! 4 изъ этихь 
двухь уравнев!й. 

$ 62. Половныь нажонець, что хотя мы не можемь рё- 
шить уравненя: Р(4,р)==0, ко можемъ найти тая выразже- 
ня для рн4 чо макой-вибудь перемфнной «, которыя бы 
удовлетворяли уравненшо Р(р,9)=0. Пусть эти выраженя 


слВдующия: р==Ие, 9—0; изъ нихь нолучаемь: Фу-=Ро.до 
или 94%=Р.Фю, откуда фо. ЧТажь какъ @у=рёх, 
то имфемь ду Ро. Эти уравнешя приводять къ сл%- 


оо 


`яБющимь пнтеграламь: х== 


64 = Ао 0, 


Искзючая отеюда ‹ получимъ общый интегралъ. 

$ 63. Задача 1. По данному соотношенио между райусомъ 
кривизны $ и угломъ т, составлаемымъ этимъ радусомъ съ осью 
у, найти уравнене кривой, которой отв чаеть это соотнотене 

Пусть о==(), что напашемъ иначе такь: 


(У 


у” =—Я(атоатву’} 


или обозначая у’чрезь р, а у’ 
относительно 9: 


чрез 4 и рёшая уравнене 


в _ (1-е 


— —` Жатва) } 


@р.Е(ат сатор) в— фар (атс атр) 


откуда Ял= 
и (0-2) (1-5 


Остается только интегрировать эти выражена и чеклю- 
зить р, чтобы получить уравневе кривой. 

Задача 2. Подобным образомъ рёшаетсх задача, когда дано 
соотношене между дугою 5, считаемою отъ нёнотораго из- 
чала и угломъ т, Пусть это соотвощен!е выражаегея урав- 
ненем: з==07, дафференцаруя это уравнеше, имфемь: 

93 „ 8 
фт 0 = 


и мы получиыь: = эт, т.-е, задача сводится на преды- 
дущую. 


Задача 3. Найти плоскую кривую, для которой проэкшя 
радуез кривизны ва поетолнное направлеше величина по- 
стоянная. ` 

За ось проэкий примемъ 065 2; косанусъ угла составхя- 


емаго радусомъ кривизны еъ 0650 х равняется ——— ур 


довательно проэкцы рашуса кривизны на 06ь х равняется 

9-9") ре у) 
Е 

данпая длина. Лредыдущее урввнен  «ашишоыь такь: 


и мы имфемъ уравнеше: —0, ГА а веть 


аву" 
уу“ 


& для опредёленя @у получамъ: ду И - Интегрируя по- 


й: 


сяЬднее ураввеше, получамъ: бен, м’, откуда 


‚_ Ч, 9—С, 
= — 


= › или: 


—С. 


“а 
05 —- й 


отсюда позучамь; 


Еели поаожимь, что при 2==2. уу, то чрезъ это мо- 
жемь покаючить одну произвольную постояяную иапримръ 
С и получимъ уравнене кривой въ такомъ видф: 


Еели положим, что ж отафчаеть значене производной р, 
то будемъ Цифть возможность исключить и другую постоян- 


4— С, , 
ную С,, а именно; имфемт: шея у’, слвдовательно 


%-—0, =в.атсф9рь, откуда: Су, ват р; такъ что урав- 
неше кривой приметь видъ: 


2, эт (ев ) 
о 


> Угри 


что можеть быть приведено къ виду: 


2-—#,=009 |. вр +. соз 9 № } 
р р в 


Задача 4. Интегрировать дифференлальное уразневе: 


(т (4)-=( 329 Я 


42 дея =о. 


и 
Обовначая И зрозъ ра г. чрезь 4 напяшень это уравне- 


н1е такъ: 


. 6—2 р-+300==0° 


Зо 
Полагая 4=0-0, получимъ: = дол Сябковалельно: 


Зи" т ва (1--и?) 
3— = Отеюла получаень: из 


а тавъ какь а= т, то = и, 
вае@-но?) 


<(—)" ° 


Чу—раз= 
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Интегрируя предндущя выраженя 4х я Чу, получимъ, 


*— 
полагая У2==и, 


5— 


УЗ’ 


УЗ 


3 р 2 
рвтоату 


Здвеь Си С, ноетоянныя произвольныя; исключеше же 
® невозможно, & потому интеграль выражается совокуи- 
воетью предыдущихь двухъ уравнен!й, 


Задача 5. Интегрировать дхифференлиальное уравнене: 


(а - = 


или: * р ро 


У1— 


1-но * 


Полагая (=, находимь: р= 


По этиыъ величинамъ находимъ также какъ въ предыду- 
щей задач: 


(3) 45 


1—' 


__ (9—3) 
(но Ут" 


@= 


‚Чу 


Интегрируя эти дифференщалы, совокупноетью двухь ан-. 
теграловъ выразимь интеграль даннаго дифферениальнаго 
уравнеяия. 


$ 64, Возьмемь болфе общее уравневе: 


Чу "у 
ава) 
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(1 
Я ТЕЕр, даемъ ему виды Ш ть 
9 
ловимь, что это уравнеще ршаетея относительно др 1 


@р . 
мы получим: в=. Ивтегрируя это уравкене получимъ: 


ели это уравнеше рьшается относительно р, то ршая 


— 

его получим р==3л, иначе пи — 02; мы уже видфяи 

какъ находится у изъ такого уравненй. Если же невоз- 
и.— 1. 

можно опредфлить р по =, то изъ уравнешя изя =5р по- 


лучаемъ: 


А @ 
(бр рвы, а такъ какь =; то 


а о Рф 
[А дя) Про ОТК рен — 6. 


Означныь вторую часть чрезъ р, она есть функция одно- 
го р, имфемъ: 


4" 
«(= = р. 9% —Р 4, откуда: 


Я" р 
С [р с, 
физ) рр * 


Откуда’ видимъ, что у опрелбляетея съ помошию ввадра- 
тур5. 
Пром ръ: 
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у ау бу 
да о ТВ» ТОТ 


Положемъ: и предыдущее 


уравнене приметь видъ: 
р йе Мути, откуда: 


а 


‘= ул? АИ 1-50*+0. 


ар’ _ 
В Но ф/—р@= УЕ" 
откуда: 
‚ _@/ ау" @ Е 
у ЕР. буке, 


Опредфляя Чу и иктегрируя имфемъ: 


373 о. вии 
р У тери-У 1-7) 


у= 


= аа траь С, 


Исключая р изв выражен 5 п у получаемъ обицй инте- 
граль съ тремя постоянными. 

$ 65. Вовьмемь теперь уравнене, содержащее -двЪ ироиз- 
водныя, порядокъ которых разнится двумя единицами. Она- 
яёла возьмемъ уравнеше 2-го ‘порядка въ такомъ видЬ: 


ау 
Е (В =0. 
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Положамъ вопервыхь, что можно рёшить это урзвнеше 
о 


относительно второй производной и пайти: === Ду). 
С ‚ № дл но р -— 
Полагая авт, ныБезсь: & [р но &х >’ саб хова, 


тельно: в = =} или 2р@р = З/уау. Первая часть есть диф- 


ференшаль (8 и), поэтому, мнтегрируя, получимъ: 


а/\* . 
(2) = 31) убу--С, 


ети. Ч __ 
0 = \ Зубу-ьо, 4: 
ткуе: у и 1у---С, 9% УЗ о и 


= У рые =“. 


Это уравнеше и составляеть общ интеграль даннаго ` 
дифференщальнаго уравнены, Шсля же дапеое дифференц!- 


азьвое уравнене не ръшается относительно 5 Др › КО можеть 


@р 
быть ршено относитедьно у, то полагая т ==4, получимъ: 


у==9(4), откуда бу=9'9@4, или тажъ какь @у=Ер@х == Ро, 


то рар==4.$'(4).94 и интегрируя, имфемъ; 2°={99'4.44-+-0, 
откуда: р=У2499'494-+-0 и 


ай РЕМ откуда: =[у и. 
о Уре’ т узиравьс 


Обтий интеграль получится какъ результаль исключеня 9 
язь уравненйе 


4.94 
2 рено -б 


—(, и 95294. 
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"у 
да) 
Фу 
зе можеть быть р шено ни относительно 2" ни отно- 


9 . 
сительно у, но можно выразить иуи а хакъ фунещи ие- 


ременной ®, удовлетворяюния данному уравненшо. Полагая 
@у }) . 

а 8 д.29, данное уравнене папишемь такь: ЕИу=0 
и пусть у и 4=фю удовлетворяють этому уравнению. 


Имбемъ дубе = р. откуда, рар-=оо.Го.до я 
Фу Говь 
= \У 2[с.о.д%о--0. ДалЪе до === 
р=У  [о.Ко.б%-=С. Далфе р = УЗроройььб' 


обо | 
отсюда о и ра —= (,.- Общ отограши выра- 


жается совокупностью ‘уравнен!й: 


Й Гы 9 р, 


Узрьгойь--С 
*. 
8 66. Прамфръ: Ч — ту==0. Полагая Я =, дадимь 


этому уравненю такой видъ: рар-==иу@у и интегрируя, по- 
лучимъ: 


рут--0) 


Если положимъ, что значенно перемфнной независимой 
равному 2. должны отвёчать зивченя у равное у, и рЫ 
равное з,, то предыдущее уравиенеше приметь видъ: 


ржи) 


Здесь доджно различать два случая: эн—число положи- 
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‘гельное, чи — число отрицательное. Въ первомъ случа можно 
положить = и предыдущее уравневе написать такъ: 


и 


Смотря потому Ку, Ау <, моГуть получиться 
различные результаты. Пусть Ау,” и положимъ 


уже —’.: тогда ру 4", Е 


в предыдущее уравнене примет» вадз: 


Откуда: 


а и=ЮеНУ а-+1) +1090, вли 
ато ду У уь-)-11000. 
Для опредълейя С имфемь: 
2 то 9(уь + -1090 
Слфдовательно: 
Ее 


@-—)Ут=9 АРНЕ „откуда: 


едут 
уму. 


Унножая 06% чаети равенетра на У — у, по- 
лучинъ: 


о —е-юмут 
Му у" — уче, 
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Вичитая Это уравветю изъ предыдущаго имфом$: 
(@—жут —@-)ут 
у 
9 е 


[2 


9= 


Это и ость обл нитеграль въ этом елучаз. 
тогда имемт: р = == уут елфловательно 


Пусть =“ 
имбомъ два дифференитальныхь уравнешя перваго порядка: 


Интегралы этихь уравневй суть: 


аут -зут 
9—6 ‚ уе 


Общ интегралт. даннаго дафференщальнаго уравненя 
можно написать ханы 


| 57") 


е 


Но такъ какъ при 2-57, 9=5у; то предыдущее два инче- 
грала привимають видъ: 


(фут —@—а)Ут 
уе уе 


Оба эти ршенм можно соединять въ одно: 

(2—Уут —@-—я)ут 
уу (6 =е 

Пусть теперь < у*, вычнеленя одинаковы съ вычиеле- 


вами вь случай /7>9,° и интеграль иметь тоть же вихъ; 
9 


— "= 


— 180 — 


но межь тъм» какъ при &>у,? у представляется разностью 

двухъ положительныхь кольчеетвъ, въ послфднемъ случа у 

выразится суммото двухъ количеству: _ 
@—)ут (#2) 

—_ № 

уе — 5 бе 


Образчиися теперь къ тому случаю, когда и —чиело отри- 
цательное, пусть зи: -— и. Тогда полагая р.==Ё, изъ урав- 
нешя р“ р —м (уу) имфеуь: 


и нуу. 


Это уравнеше ноказываеть, что у содержится въ предф- 


паху ‘и-уй--у, *: поэтому полагая уе #1 -9,°, 
имфемъ: численвая величина 2 менфо 1. Итакъ: 
Отеюда: 
пг--О-атезта и 8=в(тт--С), или 
ууу зйцие--0) 
Тавь какь при т==1, у=у,, то получиыь: 
. № 
пл, --С-атут п и отеюда; 
. Уи 
. 3 . 1 
п (и—,)-==атевт У от № > пли: 
Уч, Уи 


1(1—, загс [и 


Откуда: 
#9 У я 
чи = 81 (т, }, 
и также: 
НРУ -У, —? 
И ищи, 


и пажонець: у 
у=ЕЙ в чИа- Ну, 608 (#9, 
Есля половамъ {=08а, у,==Азйи, ГАЪ В=Уй ЗУ, то 


УИ у ви ие) а} 


бт 
$ 67. Интегрироваше уравнешя Е (о ода 


==0 ириво- 


) 


АВтСя къ нитегрировазпо уравнен я втораго порадка, Положимъ 
4—1 


==, предыдущее уравноене принямаеть видъ: 


@ 
Е (2 в) —=0, 


Допустим, что это уравнеше внтегрируется по одному изъ 
предылущихь споеобовъ, т.-е. что общий интетраяь ого вы- 
равается или тамь: 


4 5 д.9. 
[уро 6, 4 тв бер 


или совокупностью двухь уравнеши: 


94.94 4:р. 
у акс" 6, р=84 (1, тв, Г 
9 
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или совонуяностью двухъ уравнений: 


ро.бо , ар 
й Ураройььо р==ю (Ш), га Фор 


#— 


Въ (1} случа имфенъ: Ч = 


откуда: 


@ч 


р,» гдз р, есть функщя одаого р; олвдовательно 


4: ==, Чи = рф и г. 
ты Узор -С 
фупктия одного р. Продолжая такниъ образомъ получимь 


Е : 
вн гд% р._. веть фупющя одного р п отетода: 


й 
и =., ТА р, ееть 


Я Ре иптогрируя, получимт у выраженный по р, 
оар-+-0 


Во (П)} я (Ш) случаяхь тБыъ же путем выразинф у во 
{П} каюь функцию 4, и въ (ПТ) хак функдио в. 


$ 68. Ощуми понижееня порядка уравненй. Вели диффо- 
ренщальное уравнее не содержить неизвЪетной фунтанн, 
во только ев проязводныя и перемвиную незавиепмую т, то 
порядокь уравненя можеть быть пониженъ. Пусть дано диф- 
ференщальпое уравнене: 


"у у ры 
Ре ор» р ро ив) 


т, 
у В 
полагая тонер, мы ‘приводимъ дифферентальное уравне- 


в1е къ виду: 
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оо д 
Е ( , ‚ - “а=й) ==0. 


Это уравнете порядка и—т, и вели р опродзлится изъ 


этого уравнешя какъ функшя х, то у пайдетея по квадра- 
журамъ, 


Если зифферсииольное уразнеше не содержить перемБи- 
вой независныой, то порздокъ его можеть быть монижень 
едипвцею. Пусть дано ураввене; 


& 2 


Принимая у за перемфиную независимую, находаме: 


@у 4 Яр р@р @у р р 
пе Вил аа Чу ° 5 2) а ит 


Мы видимь, что производная оть у по х выраждетея въ 
производных оть р по у порадкомъ ниже, такъ что ураг- 
нен!е приметь видъ: 


г 
Е (ит р а и вре ие) = 
у 


Навля отеюда выражёше р, по у, изъ уравнешя 9 = и 
ваходимъ х по квадралураме. 


Если дифферевщальное уравнеше порядка ® - 


ех 7 
Е (- 9, Ро „- = 


у. @9 ` 
> т %0 можно понизить 


однородное относительно у, 


| 


порздокъ дифференщальнаго уравиея!я единицею, полагая: 


— 184 — 


< 
24% 
бь 
у== 
тд% 2 предетавхяеть новую воизвёстную функцию. 
ДБйствительно изъ предыдущего половешя имфемь: 


Еогда подетавныь эси волачины въ дазное дуфферевде 


2 
[сах 
. . ы 
альное уравнене, то повазательная функция с исчезяеть, 
такь гакъ уравнене однородно отноентольно подставилемыхе 
зеличинъ и мы получимь уравиене: 


42 9 
бое) 


порадоюь котораго равенъ я—1; если изъ этого уравненя 
опредёлиыь &, то у найдется по квадратурамъ, 
$ 69. Еели дифференющальное уравнене: 


Ву, у", у) 0 
не бодоржить перем нной независимой 2 и однородно отно- 


РИ 
З) 
сительно ‘величин у р “т, ..»то полагая У==у, ныбемь 


*у 
{ 
у д" = т р (1%) ›.. Подечавляя ати вели- 
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чины, получимъ уровнее я— 1-го порядке, однородное от- 


носительно р, ... Которое по этому приведетея къ 


р Фр 
бу’ 
уравневию #—2-го порядка. НапримВръ уравнене: 


у уеду уз 


т 


У 


т А, А, 4, „.. суть фувющи одного у-ва, дифференцаль- 
ное ‚уравиете зтораго порядка однородное отпосытельно 


У . Полагая У==р, пыфемь у = предыдущее урав- 


нене прннимаеть видъ: 


„8 = 
‚— @ з _ 
др --4, 2 > ар (2) -+ 


— 4,2 (2) д, (2). о ` 


р ау 


дучимъ уравнеше: 


Полагая р=е р= и дая опредБлевя 2 по- 


‚ инфемъ; й = 


и д р = 
А-а ид а- А, = 


откуда получинь # какъ фудицио 9%: 
тдф О произвольная постоянная; сл8довательно 


— Ром —(Руау 
‚буи Се Се ву 


Сар=е 
будеть общимь интеграломъ даннаго уразпеня, но такахъ 
интеграловъ будегь вообще и, потому пто Ру можеть изфть 
2 значений. 
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Рушиаиь сабдуюцие частлые примфры, относящеся къ 
этому случаю: 


рар 
1. у’—@уу=ю. Полагая ур, у" раем уравиевио 
тажой видъ: Фр вуфу=о, отбрасмвая 060606 рёшеше р==0. 
.) ром 


[2 
Отеюда: в=5- -—=6; полагая ==, гдф т постоян- 


ная произвольная, даемъ этому уразненио такой вид: 


1 а) 
== откуда #-- 0, == > атеюиу , т. ми 


2т 
= тату ще-- С, ). 
2. уу’ нау” к Бо, гДВ а в 6 постовиныя вели- 
чины, ° 
Полатая у’==р имел: 


р @р „р 
ра “(). = 5 ==. 


Ч 


ар 
Полагая 


пифемт: 


Иптегрирующий множитель этого уравчева 1” '. Поэтому 
вели а пе =—2 


[2 


а-н2” 


а ь а 
Вор = 
Если ще = —8 


"9 56109 р=8104 С, 
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Въ первомь случа: 


Во второмъ случа: 


) 
4=0р*109 а откуда 


4% 
Фар — = с: 
27169 
оду 4109 р 


б-р” 
Интегрируя получизеь: 


= @р с. 


мы" 


бу=19 0, — юч (9) 


з. °аах 


у . 
Полагая Де --®, чашяшель это уравнеше тать: 


здВлИвь ВС авнен!е на 4 полагая 4 
раздьл все ураввене на т» пола 8-9 в умно- 


{ 
зая ва Фр пыемь г —ау”Чу; интегрируя получныя: 


ет 
109 9= и т --(, вели ® не = 
ар + 
Г д а 
Отвуда 9=0.е = и и отеюда: 


Озвачимъ для сокращения [. Фу чрезъ 5, тогда 


тыла @ 
==“ 808, й 


Если же я== —1 то а " откуда; ^ 


2оу°+ 
@-1 


-а. 


Такь что въ предылущихь формулахь 5 замфняетси зрезъ 


а 
у 


. Но вёлы и а= —1, 10 


=ОЮ-С, 
и & замфняется чрезъ Ф9\Уу. 
Тавимъ образомъ рёшеше приведено къ квадратурамъ. 


$ 70. Интегрироване уравнешя втораго порядка, которое 
однородно относительно ту @аау и Фу можеть быть при- 
ведено къ квадратурамъ въ изкоторыхь случаяхъ. 
Напишемь такое уравневе такъ: 


ку аа (ау ау", 


тд знакъ ХУ овналяеть сумму, А,- постоянный коеффо- 
щенть, веобще разлязный въ разанчныхь зленахь суммы. 
Сумма показателей и-’-ын”-ын’” ни” поетозниа и раз- 
вяется степени однородности уравнетшя; сумма п”-ыл’”-=2””” 
тавже постоянна, такъ какъь всё члены предыдущей сум- 
мы должны быть одного порядка; отсюда слёдуеть, что. 
я-нт’—я’”” число постоянное для вофхъ членовъ. Половимъ 


Те. 
& 


Изь этихь ноложешй паходимь: ду= в@ у -+ хде == раз, 


у— их дура Фу 


4 == =1 927? и отеюда: 
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Подставляя же предыдуцуя величивы въ дазное уравнеше, 
ныфемь: ” 


ии" ф а, 


; вм" 
Удав 


Очевидно, что воя суша можеть быть сокращова па 
а" д ва (0) т" п опо сонращеши полу- 
зимь: 


Хар" 


1.6. лолучимь уравнеые между величинами % ри 9. До- 
пустимь, 910 это уравнеше дастъ возможность опредвлить 
4: е=фр): тогда уравнене; 


[И а 


7—и и) 


будетъ ураввенемь перваго порядка съ двумя перемнны- 
ми; ричи можеть служить къ опредвлеашю р кавъ функ- 
щи и. Дая опредфленя т по % пыфемь въ этомъ случа, 
полагая р==Ги 


откуда получаем: Ки п у=иРь, таким образомьх ну 
будуть опредфлены какъ функц %. 
Дзя примфра возьмем слёдующее ураввеше: 


=Фу—уал. 


Дблая предыдунля положегя ваходинь 4=4% н для опре- 
дёлешя р имфемъ уравнене: 


Ч 4 
ром тие МЮ 


Ивтеграль этого уравнешя найдется полагая р==и0 и 0б0- 
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0—1) 
пая чрезь $ въ слбдующемь вил: +=", г 


С постоянная, отеюда 2==00е’ и 


[ее Се ^_ 8 9 @' 
# еб 9—1 1 


откуда: 2—0 6’ у-=О(е"*", О новая постоянная. Общ 
интограль найдется чрезь исключен © изъ выралеенй 2 пу. 


$ 71. Приложеня. Задача 1. Уравневе Лёувиляя: 


Напишемь его въ такомъ видз: 
м ел’ -Вуу=0. 
Раздвливши на у’м умножая ка @х, получаемь: 
Е —- е.дт-- Ву. Фу==. 


Иятогрируемъ: 209 у "+ обе [И уФу=О пли: 


ИИ у узле | ‘Рубу 
= 
Или: 


ий ыы у вби и вы 


Откуда: 


4; - 
в у и Фу сре ы “С, 
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Задача 2. Нейни плоскую кривую, радусь кривизны по 
порой прополионалень нтиоторой функций абециесы. Уран- 
неше задачи слфдующее: 

1")! 
ся ) =. 
у 


Полагаемт: ура" 


а, Получим: 


_® 
2” 


интегрируя это уравнене, имфемеъ: 


@х. 
= 


Пусть пра яз которой велизиа% ==, , не обращающей фупк- 
ци {е въ нуль, производная у’ обращается въ куль; ога 
получим: 


Предёлы 2, вл, должны бить взяты такъ чтобы Де внут- 
ри этихь предфловъ не обращалась въ нуль. Тогда изъ пре- 


вл 
ео 
2’ 


= 


дыдущаго уравненя имфемт: О—= — 


отеюда: 


Если означимъ чрезъ у, соотвВтетвенную орхипату абс- 
циеей 2,, со получим: 


2 


= [вор 


: 
Напримурь: пусуь {р==о.; мы видимь, что эта фувещя 


ня при какой копечной величин» 2“° въ нуль не обращает- 
вл, поэтому здфсь м. произвольна. Имфемъ: 


Че —.? 


в _— 
д, 


Здвсь 2, иу, можеть молагать равными нулю, тогдя урав- 
неше принимаетъ такой виды 


— 1“ -— 


Но доняно замВтить, Что въ этомъ случаЪ начато ко орди- 
НАТ, БЗЯТО ВЪ тоЧкф, в, которой кривая касается оеи 97°. 


. а 
Ёриваз, для которой т встр? чаетел въ Механик п 


вазывается упругою лншею (соитфе еазйаие). Ея радусъ 
кривизпы обралио пропорцюналень абецисез, 
8 72. Задачь 3. Найти паоскую кривую, радёусь криеиз- 


ны которой пропозлионалень кубу нормали. Задача выразит 
ся слфдующимь уравнещежь: 


з 


з 
28" ана 
о = -ы т ). или по сокращен 


„ а т" 
у’==Ь-ь 910 можао написать таль: уу’ == == 
И 3 


Интегрируя, получим: 


у 
У’ 


Раземотримь сначала уравнене: у’* = 0 т. = 
в 


въ этомъ случа ордината получаеть нааменьшее значене, 


й 
которое означиыт чрезь у,; пыфемъ © = 


ы из" 
а 
отеюда: аё=== и 


р Пуеть и = 
Ия } ри у =, 
интегрируя предыдущее уравиеже, имфетъ: 


& 


у 


= 2, тотда 


в (а) = = и Уу* пли а (&—в 


и (9, ") 
Еели перенесемь начало координать въ точву (2, 


6), то 
предыдущее уравнеше приметь видъ: 
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сяфдовалельно представляеть гяперболу обращению отно- 
сительно оси 1-въ. 


Раземотримъ теперь уравнене: у’? = С += Въ этомь 


случаё при у’ ==0 имфемъ наибольшее звачее ордипаты, 
которое означимъ чрезь у,, слВдовательно получимъ; 


в=— 


Но здВеь возможень и тоть случай, когда С == 0, т.-е. 
котда наибольнее зназене, ординаты есть безконечность. 
Въ оэтомъ случа имфемъ вмфето предыдущаго уравненя 
ЗУ = == а. Откуда: У = == ах - 0,; это есть уравнене 
параболы. Но еслн у, ве равно ‹о, то получимь: 


Полагая что при у=у,, #=х, имфеть, внтегрируя: 


и — и.) = * 9). 


Перенося начало каординать въ точку (2, 0) получимъ 
уравнеше эллицсиса 95° + уу =“ 

$ 78. Задача 3. Наини плоско кривую, радфусё кривизны 
зоторой пропотлмоналена нормали. 

Уравнене пыражающее задачу слфдующее: 


ау 


16 
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н интеграль этого уравнены: 


2 


109 (1 у’ = оду -- С. 
Означнмь у, ординату отвчающую у’ = 0; звачев!е вто- 
н 
рой производной для этой величины ординаты = ти оно 
а 


Жоветное, если у, не’равно нулю; знакъ его зависить отв 7. 
2 
По этой величин опредвляемь С — — д 099 и предыду- 


щее уравнен!е принимаеть вядъ: 


2 


(А 
чи" =(5) 
Откуда: ду = = М) т. @. 


2 
4х = == (2)  _ ]* ау. 


Во второй части имфемь двучленный дифференщель по 
Та (Т части) имзеыъ, что интегрирован1е возможно, если 


п— 
2 
Замфчалельнйе случаи здфеь елфдующе: 


1 
цфлое число, т, е, всли ® какое либо дфлое число, 


ь>) = 6% 


3. п=-—1., имфеть интегралы с О==- Ууй—Я. 


Полагая, что при у=у, `э==0, получаемь уравнеше окру=- 
ности 2 ну =,“ 


2. п = +1, имфемъ интегралъ: 


#0 =и №9 у-+у 9“). 
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Пусть при у=у ==, имфемъ: 


2-е: 09 “УИ. и =. 
й 


теюда получаемв уразнеше пъиной ливни 


#—т, 2—7, 
ЕД Я 
е —е 
= 
$3 0=— 9..4) == ‚ де, дафференцальное уравне- 


Не циклонды. 


49 Уз, . . 
4. в ==3., @ = Ур откуда получаемъ уравнене па- 
У 

раболы, въ маметромъь параллельнымь. оеи у-В5. 

$ 74. Задача 4. Нами поверхность вращеная, для ко- 
ворой средняя кривизна в различныхв точнахь постоянна. 

Для поверхности вращеня меряданы и параллельные 
руга служать ляшями кривизны, поэтому главными рад!- 
усами кривизны въ какой-либо точь елужать ращуеъ ври- 
зизны мерндена въ этой точкБ и отрёзокъ нормали до 
пересвченя съ осью вращешя. Означимь первый чрезъ А, 
а второй чрезь №. Уелове задачи выразитея уравнешемь 


А.Е 
ВМ а. 


Ви М имфють одинаые знаки, если оба радуса напра- 
злены въ одну сторону и наобороть различные — если нз- 
празвлены въ равных стороны. В и М будуть имфть одинаме 
знаки если у и у” ныбють различные знаки м наобороть; 


коэтому нолатая М —=у УТУ", должно принать 
10* 


и предыдущее уравнев!е напишемъ такъ: 


т. 
: = 


уу”) 


0-9) 


Полагая (ну), напишемъ его такт: 


92--2 Чи — м, или: у42 + 24у = аа. 
у а’ а 
Отвуда инхегрируя; 
з ре 
уе = 2 -- С, ня у = а, 


Угу а 


Положимъ, 110 у’=0 отвфчаеть величина у == у,, тогдя 


В 

находимъ С=у, —& и отеюда: 
У. Уи" 
ний РУ 9. 


Опредфлимь отсюда у’?, находим: 


„„_ ва* у" — ча" — (и, — 9) 
уни — (и —а ТР 


у 


и отсюда: 
диета, 
У, За и 


Задача приведена къ квахратурамъ; при этомъ очевидно, 
410 вь общемь случаЗ интеграль будеть эллиптическй, но 
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въ двухь чаетныхь случаяхь интегрирован!е возможно въ про- 
саЪйшнхь функщяхь. Эти частные случаи суть: 1) у, =0 и 
2) у, = 9а. 

Въ томь и другоме случаз дифференщальное уравнеше 

уу 
у4е-у 
не, получинъ уравнеше окружности. Очевихно что шаре 
удовлетворяегь условно задачи. 


уринимаеть видь: 4 Ивтегрируя это уравне- 


Чтобы привести въ общемь елуча$ интеграяъь къ эллип- 
тическому въ канонической форм, полагаемъ 9, ==а— с, гдё 
с постоянная величина можеть быть и пояожкительною и 
отрипательною. ДалЪе означимь @—6° чрезь 6°, при чемъ 
$" можеть быть таке и позовительною и отрицательною 
величиною, въ послфднемь случаЗ замфннать ее чрезъ-—6*, 


с й 
Ноложинь о, = 6, Полагая: 


в—# 


ве 


у = 


выразимь 42 чрезь новую перемнную &, которою замфнииь 
перем$нную у. При у==у =а-—^е, перемфнная ЕЁ прини- 
маеть значеше, которое найдетея изъ уравнешя 


(ав == (9—6) т. 
Легко отеюда найти, что зналене ®, отв 5чающее у==а — 6, 


равняется 4. 


ЗелВдесве отихъ положен! имфемъ: 


(у — а =, ®— (д — в) =, 


В В 2 88° 
= а 


4 (ее). 
{а в:  ' 


доу не (ига =- 


Сравнивая два выражешя для у’, получимъ: 


або 
(а-- уе — 


р = = 


и ВУИ" 


Оть предылущаго интеграла отдфлимь алгебраическую часть 


"_ = УЕ 
1е+В а-Е 


тд А постоянный коеффишенть, а У мнотозленъ второй 
етепеви. Поступая такъ какъ показано въ $ 50 1-Й части, 
ваходимъ: 


т В з 
А» = и) 


ц/—& == 
воно, Я 75 Е 
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Пусть при Е =, 
==0 0 2—5 И ОТЬ 


; тогда интегрировать должно оть 
в до =, и мы получим: 


| УЕ ‚МЕ а | 


Ееля положимь е( а, т,-е, что 

зеличина у, положительная, то 5* 

$ отдетьвеличина также положи- 
тельная, и заиЪчая что 


ув 


Зъ этомь случав можно принять, что а и 6 — полуоси 
эллипеа, с абециеса какой набудь точки эллийса, ординату 


которой 44 означимъ чрезъ 4. Изъ аналитической геометрия 


вазфстно по \/ = и—е =‘9 предетаваяеть перпендикуларь 


а--в 
опрщенный изъ фокуса Ё на насательную кр эллиису въ точк 
| т ее 
(24; с ев =`35 == и первый чдень вто- 


Е.Р.МО 


5. .. 
ой части равняется —т—^, что какъ изввотно изъ ана- 
р р то 


литической геометри равняется отрёзку МР касательной, 
проведенной въ точкВ М къ эллинсу. 


Интеграль е М 


е 
а 4 выражаеть дугу эллирев ГА. 
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сли отложимь на касательной оть точки М длину МО’—= 
‘дуё ЛГА., то получим: 


= = {МР МО’}== -=-0'Р. 


Но мы уже имфли у==ЕР; елбдовательно 5 и у предетав- 
ляють коордивалы фокуса эзлицеа относительно касательной 
взятой за овь 2-въ. Предполагал, что касательная остаетея 
поетоянною, а эдлямсъ катитея по касательной, мы будем 
ямЪть, что фокуеь Л опишеть кривую, координаты точекь 
которой выражаются по ЕЁ, такв кань т и у, Желибы изъ 
эчихь выраженй х и у по Е мы могли исключить Ё, то по- 
лучили бы ззравневе кривой, описанной фокусомъ калящаго- 
ся эллицея. Отсюда заключаем, что кривая, описанная фо- 
кусомь калящатося по касательной элунисв иметь то свой- 
ство, что ли примемт её за производящую поверхности 
вращеня, то поверхность вращеня во вовхъ точкахь будетъ 
имфть постоянную среднюю кривизиу. 

Если положимъ теперь с>4 и $—=—5'3, 10 получимь 
кривую, описываемую фокусомь гиперболы казящейся о ка- 
сательной; слёдовательно и эта кривая имфеть тоже свой- 
ство. 

Тавематривая частный случай, котда главные радуеы кри- 
визны равны, но противоположны и ел довательно средняя 
кривизна во везхь точкахъ поверхности равняется нулю, 
мы должны положить въ предыхущихь формулахь @ == с. 
Тогда первым» интеграломъ предыдущаго дафференщальнато 
уразвешя втораго порядка будет: 


УТУ 
Полагая, зто при У’2=0 у=у, похучимъ: уравнеше 
уу УТУ", 


хоторое есть уравнене цфиной лин (см. яед. 3). Можно 
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доказать, что эта кривая описываетея фокусомъ ‚параболы 
калящейся по своей касательной. 


р. Означия координаты точекь парабо- 
о ы лы чрезъ ЕЁ и 4; параметрь ея чрезъ 
2, имвемь: . 
т. Ав м 
МУ : 


ЕР=у= о. $ пер оЕ +») 


ё 
к Х 
Полатая что О’М==дуг% АМ., имфемъ: ом=| У та 


РИ-ЗТМ-ЗУ Эр-- и) и 


0’ Вы Е -@— Узи. 


1_ эй а ^ ра - Ч А/Е 
Бук а уУЗЕрнВО) К аз р. 


Отеюда а= т 


р 


При у’, =50 и У= с ‚означиыь эту величину чрез У, .; 


получены: у Муки, и уу у: . Иеключан изъ 
Е ] 


этихь уравненй Е и получены предыдущее уравнене. пфиной . 
линйт. Это свойство цЪиной лиши въ соедянеши съ тфыъ ея 
свойетвомь, что если он будеть производящею поверхности 
вращен!я, то средняя кривизна поверхности во воЪхЪ ея точ- 
кахъ будеть постознна и разна нулю даша поводъ Делон 
заключить, что вообще производящая поверхности вращеня 
еъ постоянною среднею кривизною должна быть описана фо- 
Еусомъ кривой втораго порядка катащейся по касательной, что 
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и было имъ первымь доказано въ УГ том 1-ой сери журюала 
Л!узилляг Зодгна[ 9ез МабедаНацез ригез её аррНаибе. 

Наконець частный ‘случай когда положимь у\==а, ‹т.-е. 
когда С=20, можно вывести какъ предфль, къ которому при- 
бзижается общее рёшеше съ уменьшенемь с и мы полу- 
чимт, употребляя этоть премъ, изъ общаго рёшеня: 


9 а 
== ев ‚ а. 
Е 


Катащйся эллипеъ обращается въ окружность, оба фогу- 
са совиадають съ ея центромъ, который описываеть прямую 
параллельную ось 5“°; уравнеше этой прямой у-=а. Абецис- 
са центра окружности опред®ляется предыдущимь выраже- 
н1емъ и очевидно равняется дугф окружности, Тоже самое 
получимь изъ зырашеня: 


(ина — (а) 


Полагая здЪсь ‚==, получимь уравнене: 


(угнан ху а) 50. 


Очевидно это уравневйе распадается на два, между собою 
согласныя, 4/=0 и у=за. Повл®днее уравнене и есть урав- 
нене прямой. Прямая удовлетворяеть условшю задачн, по- 
тому ч1т0 кривизна цилиндрической круговой поверхности 
30 вофхь точкахь постоянна. 

$ 75. Задача 5. Наими плоскую кривую, дур которой 
пропориональны созпвътетвеннымь дузамз вя развертки. 

Означимь чрезъ з дугу искомой кривой, считан ее отъ ка- 
кой-нибудь постоянной точки на кривой, чрезь 5, — соотвЪт- 
ствующую ей дугу развертки, чрезъь х коеффещенть про-. 

`порцюнальности; уравнене задачи слбдующее: 3,=08, ман 
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48, ==. Но если ращуеъ кривизны искомой кривой озна- 
чимъ чрезь о, то @\==42 и мы получимь уравнеше: ==. 
Озналая чрезь ф уголь хасательной еъ осью х, имфемъ 


98 . . 
в = а Раздфливъь предыдущее уравнеше на посябдиее, 


4 


получим: то =. Откуда рее; елфдовалельно; 


%о ы 
фаре @о и @=ре 0, 


8 такъ какь 9д==98.605%, Яу—@8.919, то и получимъ: 


9 2 
Фи-=ое созофо, Фужерье зо. 


Интегрируя эти выражена имфемъ: 


а 9? 
6 (59-9605 6 (9390—6080) 


тЫ 


Изъ этихь уравненй получается: 


3$ 


В е 
(в) уф) раз? И Полагая Э=ЕСОЕ 


уу 2808—6092 — эй) 
2—2, 89-59608$ — 608(6—) 


=1(9—). 
Ееди положимь, переходя къ полярнымь координатамз 
2—2 ==8605%, уд ==Нйю, то будемъ имфть ую), 


2(о-н=)соЕ 
слбдовательно фуе--з} и также Вере ^ . 


(нЕ) сое 
. откуда Вравбие.е 
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Отсюда елёхуеть, что искомая кривая логариемическая 
впиразь" 

8 76. Задача 6. Найти члоскую кривую, радфуез кривиз- 
ны воторой пропорионалень расу вектору, 

Везьмемь выравене радуса кривизны въ полярныхь ко- 
ординатахь: 


(е-ни 
ня 


здвсь г’ означаеть 1-ую производную отъ + по, г’—вто- 
рую проязводную. Уравневе задачи будеть слёдующее: 


ини ит —чир" 


Порадовь этого уравненя можеть быть понижень такъ 
[ь ` 
кавъ оно однородное; полагаемъ для этого: 7=е° |, от- 
Буда находимъ "ия, у’==7 (2+2) и уравнене принимаеть 
сл дующй вид: 


245 
(у 1-2 


и; слвдовательно 


} 


248 
‚о еесуего Руи—у1+-я) 


Интегрируя, послёднему уравнению даемь видъ: 


Ура” 


7—0. ( ——.} ‚гд% С постоянное интеграла» 
х УЕ 


Для интегрировая уравнения: 


та? 
(1+2) му1-7) 


—@% * 
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Замфним» 2 чрезъ #0$, получинъ: 


фо== 21со@ или дю==йо-+- 4 . 
11608$—1 “160841 


в--1 Е 
1. Въ случа т®>1, полагая 1, получимъ: 


1-9 $ 


и—в = 9 
1 1—вту 1 


=——#^°, получииъ: 


195 $ 


ИДИ: 4-6) 2 атсбат; (= 1 ) 
Я я 99 


2. Въ случаВ зи<СЬ полагая и 


юм —=Ф— ——— 
о ет — аси (У 


2, Вь случа и 1. * 


$ 


Фи *- 


4. Въ случеВ т—1. 
$ 


®-——ф -= 60#4и9 2 


Для вобхь этихь случаевь, имфемь изъ выражен г 


(’ 
16089 1-- ; 


— 158 — 


У Интегрироване лянейныхь дпеференщальныхь уравненйй. 


8 77. Лянейнымь дифферевщальнымь уравнешемь я-го 
порздка называется чаное, зЪ которое неизвЪетныя функц! 
м ихь проязводиыя включительно до 9-го порядка входать 
только въ первой степени и не перемножаются между собою. 

Обозначимь независимую перем нную чрезъ х, а ея функ- 
но чрезь у, общий видъ ливейнаго дифференциальнаго урав- 
нешя съ двумя перемфкными слВдующий: 


0 
Нани. РВ, я —-Ру-=Т, (1 


6 Р.Р, ‚„Р„Р данныя функции 9; въ частномь случа 
эти величины могуть быть востознными. 

Уравнен!я вида (1) будемь называть уравнешемь съ 90- 
сльднимеь членомь; когда же во второй части выВото Г 
будеть нуль, то назовемъ уравнеше уравнеемь безъ посл%х- 
яго члена; ово иметь тогда видъ: 


ау ф-" 


АР ине. 
а, 


. @ 


Порядокь уравненя безъ послфдняго члена можеть быть 
понвжеяъ единицею. 
Дъйствительно, полатая въ уравнеши (2) 


[ве 
у= , 
Ге зу газ "42 
имвемы == вв то — (= ==), 
з Че Гра 
Г “(= 38 Е ==) „.- 


Подставляя эти выражешя въ уравнеше (2) и сокращая 
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[в 


на 6 ‚ получимв уравнеше я—1-го порядка, но оно уже 


не будеть линейныме. Такъ уравыеше 9-го порядка 


предыдущая подехановка обращаеть вЪ сялующее: 


42 
—--2-Р;2--Р, 


Я 


878. Такое понижене порядка уравненя ведетъ въ нфкото- 
рыхь частныхь случазхь въ интегрировано даннаго уравнев{а. 


Прим ръ 1. 
у 4а ау 3. __ 
Е С 
[4х 
Полагая здБсь у=е’ , получинъ: 
@ 44 2“ _ 
ант ^® аз 9 
или: 
8: (= 2а . 2 
в" ат (2+1 
р 24 
Полагая 2+ ———- =щи, имфемь: 
+1 
ро 
` р 
1 
Откуда: и= еб С постоянное произвольное. 
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[а ве 4» —| аа 
ат--1 


0,5—0 0,2—С 


= аз? = (ах--1)? 


воть позный интеграль даннаго дифферевщальнаго урав- 
нения. 


ИПримфръ 2. 


@у 
47 
тдф ох произвольная фувюшя а, а ф’з—ея производная. 


бар (ана вау, 


Иатеграль этого уравнен: 


у=е оков" 4} 
ПримЪурь 3. 


гу 


р”. м. = №у=0 


таб ва М Ма 


Интеграль этого уравиешя: 


92" 


- оат-- аа 
‚ у=е О-о “ 92} 


Ирны%ръ 4. 


Вообще находимъ: если 


р 
9'Р- оРМ-+Ю=а а ‚ 


то интеграль уравненя: 


5] 
Е -мЯ —=Му=о 


— #1 — 


слфдующи: 


Гора Дрет- м ` 
= (С--0, 1 

$ 79. Изъ предыдущихь принёровь можно вывЪстн сл%- 
дующее: уравнен!е, 


Фу 


м@® 
д" м —=Му=0 


цытегрируется посредетвомь пониженя порядка вели У 


постоянной величине, которая можеть равняться и нулю. 


Я й 


Иптегрироваше ур. 2 я "М, ‚= Мо 


завиейть отъ интегрируемости уравнеа 


аа ==аР—аРМ-+М. (№ 


Посл$длее ме интегрируется сели 


У ый 


ГДЕ а = В могуть быть и нули. Чтобы убфдаться въ этомъ, 
напишемъ ураваене (№) такь: 


4Р _(р_М\ 19М га 
Фа Я] Рав аы 
Положивъ аР--и-- М пывемъ: 


2 . 


ах (1--5% 
р 
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В 


Положивъ также: 
й. 


58. 
и ур 96лН.@ нео, 
иыемь; . 
[2 
а, № __ 6 
У“ а 
вди: 
_ ‚— 
С-аее <= У + Уз 
или; 
42 Я 


2 /а--ф--Уа= 14 


ЗлЪсь перемфнные раздфлены и потому опредёлеше 2 въ 
‚ функция 1 возможно, что дастъ возможность опредЁлить 
функцию Р, удовлетворяющую ур: 


ор —а'Р—оРМ-+М, & 


отсюда получится и интеграяь пскомаго уравнент. Зам%- 
ТИМЪ ЧР0 достаточно найти частное рышене длЯ Р. 

$ 80. Если линейное уравневе безь послфдвято члена 
имфеть рёшен!е уу, то ему удовлетворяеть также и р%- 
мене у==Су,, гдВ О постоявназ произвольная величина. 

Подетавляя у=Оу, въ уравневе (2) 6 77 мы будемь нифть 
О общимь множителемт, а другой множитель будете резуль- 
тать подстановки въ уравневе (2) у=9,; этоть ‘результать 
по предположению равенъ нулю, поэтому у=0Оу, также удо- 
влетворяеть уравнению {2). 
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Если уравнению (2) удовлетворяють $ рёшенй: 
У, У. У-ЗУл 
10 тому же уравненно удовлетворяють; 


у= О --Ону-..--буь 


тд С,, С. „- С; произвольния постоянныя. 

ДЬБйетвительно, дифференцируя % разъ предыдущее выра- 
жене и опредфливь производныя до ®-ной включительно вт 
такомъ видф: . . 


и вноея эти выражен:я въ уравнене (2), мы видимъ, что 
ве члены, отноеящеся къ у съ однимь и тёмь же указа- 
телемъ, уничтожаются по предчоложеню, & потому веб чяе- 
вы уничтожатея сами собою; слфдовательно предыдущее вы- 
`ражеше удовлетворяеть уравненю (2), 

Если число $ рашен!й равняется и--порздву уравненя-— то 


у=бн-+бл-+...--Су» 


есть общ интеграль дифференшальнаго уравнешя. Но, при 
этомъ пеобходимо, чтобы это выражене у и его я—1 про- 
изводныхь могли пыфть произвольный значешя при опред%- 
денномъ, по произвольномъь значени перемфнвой х, равномъ 
2,. Это услоше не удовлетворяется, если чаетныя р шёня: 
3, 9»-.9, евазавы между собою линейнымъ соотношенемъ; 
дЪйствательно, если напримфръ: 


Уоее у -на, у... На, У 


тд вс а постоянныя числа, то вырижешя у принимаеть 
видь: 


н.о. (на, «бу, в 
11% 
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чрезь это чнело постоянных» уменьшается и не будеть до- 
статочио для того, чтобы у я его производаня до я—1то 
порядка включительно могли нить произвольныя значешя 
пре а==ж. Сверхь того н самое выражете у уже не’ мо- 
метъ считаться общимт пнтсграломтъ, такъ кажь чнело дЁ- 
ствительно постозипихь произвольныхь въ пемъ менфе по- 
рядка уравнения, 

$ 81. Общий интеграль хицейнаго дхифферснщальнаго ура- 
вненн ия-го порядкя безъ послфдияго члена иметь всегда 
ВидЪ: . . 


У=бу, = Сиь-но бу» 


гл О, (,„..С, произвольныя постоянных, а у, И...) оп- 
редЗленния фупкиг перемитой пезавясимой. 

Пря и=1 линейное дифференшаяльное уравцеше безъ по- 
сяЪднлго члепа вмфеть зидъ: 
бу 
2 

— [Ва 

Еели положамъ: у. =е ‚ то общ ицтеграль слфду- 
ющй: у=Оу, т.-е. имфетъ требуемый видъ. 

Докажемъ теперь, что если предыдущая теорема справед- 
лива для дифференщюльныхь урависый в-—1-то порадка, то 
она будеть справедлива и для дифферевщальныхь уравнен 
#-то порядка. Пусть частное ршеше уравнев!я: 


4" 4 
г В, 4% 


—=Р.у==0. 


а 4 
р 


=-Ру=о (3) 


--Р, 


равняется 9,, тдЪ у, —фузющя < безъ постоянной произполь- 
ной я положимъ уг. Имфеть по теорем Лейбпица: 
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подставляя этн выражения производиыхь въ первую часть 
уравнешя (2) имземъ: 


И 
ие 7 фт 


Ра | 


бу 


+, 


Ру 


р 


Коеффищенть при 2 обращается въ нуль по предполо- 
женио, означая же вообще 


р" Га в—&- в, 4-Е 


и), "(8 ПВ рае —#—2),Р. ты 
(1 4: „р 
+ (6-1), 2. аи лы 


чрезь @,, полузимь уравнене дяя опредвлеям =: 


4 2. 02 
о 6 би. 


— 9 
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Пологая же ПЕН позучимь линейное уравневше 1-го 
порядка: 


ОКТ з. 9 "в + 9... 4% и 9 
Чу тат" и 
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По предположению сто интеграль имфеть видъ: 
ибн... ОС, 


гАЪ 0,, 0,..С, произвольпыя постоянныя, слфдовалельно: 


@# й 
т би --би +. 


откуда; 


С, м, 4-0, [м.б НС, [и 5, а 


у=б,у, = Сим Чань у.м, —., 
пдн полагая: 
йн и ба-ау, 
получныь: 
У—бии--бии-н. Оу, 


что и требовалось доказать. 
$ 82. Означимь ® различныхь частныхь рёщенй ураз- 
нен1я: 


О О] 


тдф у® означаеть производную оть у порядка А, зрезы у,, 
уз...У,” Но предыдущему $ имфемъ обнай интеграль: 


у=бцья бу,-ьбиь-н..--Олу» (2) 


тд (,, 0.,...0, постоянныя величины. Зифференцируя, по- 
лузямъ още и сяблующихь уравневи: 


У=б О, бис О,, | 


уни ”--би, “ан 


„ ие 
И 
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Составимъ дегерминанть: 
ое | 
они | 


р ®—о РА "9, „9.79 


По извзетнымъ свойствамъ детермянанта имфемь: 


44, о 4 ба, 
ии оо #0 й @— 9 В 
"рН У увечье, 


Поли въ первомь выражене аз выбсто у", у,"-и 
„0 поставим у,” у 9...у 9 и перемфпимь знакъ у все- 
го выражен, то получениую сумму означемъ чрезь в, т.е. 


Ча, Ча Чч 
ии о в 4) ий] 
а } ин Инани сн) 8 
й { КД а"-в й ии Ук ай 5] 
Точно также положныъ: 


а О 


@, р. "5 


= 
и уиевр 


при этомь значку г будеть давать значешя оть 1 до я. 
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Составивши эти зыраженя: а,, @, @,..а„, умножимъ ура- 
внен!е (2) на «„ & уравненше (3) поелвдовательно на а„_., 
<„_@» & и по‘умноженн этихъ уровней возьмемъ ихъ 
сумму. 

Шо свойству детерминанта, коэффищенты у С,, 0,... будуть 
тозвественно нули н мы получимъ уравнене: 


ки— 


ана" В-на у" Эн иична, у-наруа 


Это уравнеше долвно быть тожественно въ ураввевемь 
(1), поэтому полуяимъ: 


а [2 
2—1 и. 
‚Ри 


7? 
@, ба 


и 


эти уравнемя выражають завнонмость коэффищентовь дап- 
наго дифференщальнаго уразлешя отв застныхь рзшенй 
этого урзвненя. 

Бели возьмемъ дехерминаить и, и продифферевцируемь 
его, то на основан того свойства детермннантовь, что при 
двухь равннхь строчкахь нли двухъ равныхъ столбдахъ онф 
‘обращается въ нуль, имфемъ; 


Ча, ба, а. ‚_ 4% 
де =”. а, НИ ду, иач-у" рае —&. 
1 4% . 
Откуда: 1= п и интегрируя, ныфемъ: 
—[Раз 
&==0С ` 


Это равенство Ллувилль (Фоиго, дез Май. Т. 11. р. 118} 
приписываеть Тисео; для случая #=2 опо было пайдено еще 
Абелемъ, 

Предыдущая зависимость коэффишентовь Р,, Р,,....Р, от 
частныхь ршешй выведена зъ предположени, что &, не 
разно нулю. Въ случаВ же ,—0, чаетныя ршеня у, у, 
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очевидно находятея между собою вь нфкогорой зависямости, 
а потому одпо изь вихь можезь быть замфнепо фупкщею 
остальпыхь, что не допускаеть чого условы, о которомь 
упомануто въ $ 80, т.-е. выражеше у и его и—1 произ- 
воднихь пс могутъ чагВть независимых между в0б0ю зна- 
чешй при нфкоторомъ произзольномъ зяачешя х. Олёдова- 
тельно при @,==6 выражене (2) ше предотавляеть общахго 
интеграха; дая составлешя общего интеграла пе достасть 
покрайнов мбрЁ още одного частнаго рзшешя, пе зависяща- 
то оть прехыдущихе. 

8 83. Раземотриыь тенерь линейное дифферентальное ура- 
вненю #-го порядка еъ посбдлимь членом». Для сокраще- 
мя положим; 


#- 


@ у 
(0 = -+-Р Е 


Е 


у 
т--Р, Ея 


эдь Р., Р,... суть фупьши х. 
Дифференцальное уразвневе съ послёдивыь чзеномь на- 
ляшется теж: 


© чу= 


тлф 7 функщя =. Докажемт, что если извфетень обиий нн- 
тегралъ уравлешя; 


(8) Фр, 


10 интеграль уравнены (2) можно получить посредетвомъ 
звадралуръ, Пусть 


==бии-бьу,-н...-Оу, (4) 


есть общее рВшене уравненя (3), С, С....С, производьныя 
постоячныя. оли въ томь же выражеши (4} принимать 

0... С» за пеопредфленныя фупещи 2х, то ово можеть 
выражать произвольную функцио 2, а олФдовательво п быть 
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ннтеграломь уравневя {2}. Мы можемъ между С С... С, 
допустить *—1 какихь угодно соотношений и оставить чрезь 
это неопредфленною фувкщею только одну изъ нихь и при 
таком услоши выражен (4} будеть произвольною функ- 
ц!ею х, Лифференцируя вырежене (4) въ предположени, 
зто (,, (,.. О, суть фушаци в, мы полузимъ: 


44 Чу, ЕВ п Я 

Ч в 4; и: 5, 4% 
р 80, — 40, ны ЧС, 
р рН р, 


Велфдетве тоге, что мы имфемъ право допустить л- 1 
соотношенй между С; 0,... С», положимъ вопервыхь: 


@0, 
ниеыу, — 8 =0 


ел 80 =, 
@% ах @ 


& 
Поэтому для пе Позучиь: 


@у 


т с о +..+0 


@% с Ы 


т.-е, такое же выражен!е, какое получили бы вБ случа 
С, 0,... С, поетоянныхь. Составимъ точно также выраже- 
мя для схфдующихь производныхь отъ у до порздка я--1 
включительно; при чемъ каждый разъ будемъ допускать ме- 
ду 0С., (,... С, замя соотвошешщи, чтобы выраженя произ- 
водныхъ были того ще вида, нашя получатся въ предполо- 
лени (,, 0,... С, постоянныхе. Очезведно, что тахпхьъ со- 
отношен!й получимь 1 и они будуть слВдующя: 


С, 9, @, 
т 
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Чи 90, а 90. 9, ас, 
де" ар ав аа {5) 
= зи 96, а", ас 


= Тв 6; 
фт 9 ‚ 


ие 
въ тоже время будемъ иыфть: 


убили --Суу,-к-..-+О,у,. 


у ау сб 6 


де бар бр тб, 


(6) 


По а О 
Изъ послЁавяго уравиешя опредфлямь ий ве допусная 
новаго соотношешя между С, (....С,;; 
ее 
ри Е - а. и, ® 


Ч “7 
Подетавлая эту величину н величявы, опредфляемых урав- 
невемъ (6) зъ уравнеше (2), получымт: 
Си), Фу.) 


в 40 Фу, 40, +. @ у, 90, 
п-т ар Катер "9 Ч -:' ь 


=. 
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Первые в членовъ этого уравненн по предположеяно об- 
ращатются въ нули и мы получимь для опредфлен! С, 0,...С., 
еще уравнене: 


4" * СУ», &0, 
ФИ" У 


@ ча 46, 
ВВ 


=7 8) 


это уравнеше въ соединен съ ураввеюшямия (5) даетъ воз- 
4С, &0, 


можность опредулать Зав" если опредфлителе: 
о 
а би 
4’ 4 “" @у (8) 
о о оч 
ет ТТТ 
не обращаетел въ нуль. 
. #40, 
$ 84. Чтобы набти вырывеня м доз й т. д. пОМО- 


жимъ уравневя (5) ва неопредфленныхь множителей: ^,, 


^,„.А„_ь И вложимь ихт ©ъ уравпешемь (8). Полагая для 


сокращены: 
ау . т, 
р о 
получил: 


ас, ас 
3) Е 4-е.) др =ЕТ. 1) 


а 
Чтобы получить ть должно опредёлить №, ^,.... Ар 
изъ 2-1 уравнений: 


фа о, (уун) ===. Фу,)==0, (12) 


оч, = 


— 1 — 


пром +(у,)=0, и тогда уравневше (11) даеть: 


(18) 


Здфеь ф/(ук) есть значеве $(ух). когда №,№,..^,_, опре- 
дЬлены изъ уравнен (12). . 


“Ух 
Отеюда:. Су-Ев, ч- 2’ д с, ость постоянное инте- 
ь 


трала. Опредёливь О,,С...0, еели положим: 


& & Е 
"7 [Ре 


Таз 
Х= ни [| 14 
й уе Л” 9 


РОН ЕЖО 


ь >, 
то интеграль уравнеяя (2) опредфлитея тавъ: 
УХ, Нее, 


Отсюда видимь, что этотъ натеграль получаетея прябав- 
ляя фупкцио Х къ общему интегралу уравневя (3) и что Х 
веть частное рёшеше уравнены (3). 

Спредвлатель (9) не обращаетея въ нуль. ДВйетвительно, 
разематривая С, С;,.0,„, вавь произвольныя постоянныя, мы 
ныфемт, что уравнеше (4) выражаеть обвИй интеграхь урав- 
нет 8. потому изъ » уравневи (6) должны получиться 


для 0,0,...0, опредфленныя функдит 
чу ГЫ 
б.у, рода" ПЕ 


а это было бы невозможно, еелибя опредфлитель (9) обра- 
дался въ нуль, 
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$ 85. Приыёръ. Дифферепщальное уравнение: 


цыЗеть саздующуя два частныхь рёнюев 
иУЕо, уу ть, 
Общий внтеграль его: 
у=б,Увка-ьб, ув. 


Чтобы найти интеграль дифференщольнаго уравневя: 


д — 
(#—% т ти =И 
Фу Хх @у 1 т 


ат абв" Це 


принимаем, С; в С, за произвольныя функщи $ а опред*- 
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Откуда: 


м 1 ур аау 
и 


1) 40 _ оу. 
(1 О 


ИЛИ: 
40, ЭТ" 
ат цену" 


СуУ Ту 
> 24 > [а 


40, Ту 
98 г 


Откуда; 


(= =[ У: М—. Че-с, 


- 2 


ра 
а=—1 [Уд УЖЕ. фе 


ыо 


и интеграль уравиевя съ поелёднныь членомь 


аз, Че 


= 
зу (" и 
ув, и | Ти: У" 


=. 


= 


9 ииитЫ 
— оу, уа’—. 4. 


ео 


$86. Положишеь. какъ это уже было едфлано, что 


у @* 
и--Р, рн 
@х @ 


чу ‚ "зу 


Вр --ин-Р, и 


в 


Рыу=®у) 


п ноложимь, что мы знаемъ одияь частный интеграль урав- 
пеня: Ф(у)==0; озпачимъ этоть частный интеграль чрезъ 
у=С,у,. Покажемъ, чт0 съ помощио этого частнаго ните- 
грала мы жожемъ свести натегрироваше уравневя Ф(у)=7 
на интегрирован е уравненя поридка единицею мене я ин 
притенъ уравневя тоже линейнаго. 

Пусть интеграль уравнешя $(,)=7 выражается также 
зрезь у=Сиу, только въ предположешн, что С, фунещя #. 


Получим»: у==Сил, 


Чу 
ах 


а @С, 
аш’ 


2, 96, 


р я 


79 Фи па а, 
Ре аа” =г а" 


чу, 


19 ‘тай 


ЗВетавляя эти выраженя въ уравневт $()=7Т, мы ви- 
димъ, что коеффишенть при С, обратится зъ вуль и мы 
получемъ уравнен!е для опредфленм С, въ такомъ видё: 


а", ‚ 4 


‘С: ‚ 210, в’ 4—0, 
ах" 


—Р, т в и. 


э 
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въ которомъ Р’.Р’,,...Р’,_‚,Р, суть иввфотныя функши 2. 
Порлдокь этого ураввеня можно понизить едивицею, нола- 


[82 . 
тая 3 = предыдущее ураввеше тпринимаеть видь: 


о Ч 9 
д* --Р ри аиее К. 


`Еели общЙ ивтегралъ этого ураввемя % будетъ найдень, 
то овъ будеть содержать я-1 произвольвыхь постоянныхь 
м мы волучань: 


2 
сна 
© 


откуда для уравчешя Ф(у)=Т получамъ: 
ЧС, ‚ни, 
2 


Это будеть общ энтеграль, потому зто содержить 
проазвольныхь постоянных». Итакъ, зная застное р®шене 
уравнев!я безъ послФдиялго члена, мы свели изтегрероване 
уравнев!я съ послфднимь чаеномк на интегрировае линей- 
наго уравпеня ©ъ посаёднимь членомъ порядка единецею 

менфе и на ввадатуру риа. 


$ 87. Есла намв извЪстиы $ частныхь интегралов, ух 
уравнешя безъ послФдняго члена, т.е. уравнешя Ф(у)=о, 
то еъ помощю частнато интеграла у, мы сведемъ интегри- 
ровале уравнешя Ф(у)=У на ланейное уравнеше я —1-го 
порадка: Ф,(и)==7,, интегралы котораго находятся въ зави- 
симости оть интеграловъь уравнешя 4(у)-7, & именно: 


-®). 


ас, 
интеграл - 


12 
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Отсюда елфдуетъ, что есла у,9..../; суть частвые ивте- 
гразы урзвнеша Ф(у)==0, то 


„9. 
ИДИ СА 


о ро № 


будуть ивтегралами уравнешя Ф,(и)==0 т.е. мы будемъ 
знать #—1 частныхь изтеграловъь уравнены $, (#)=0. Оъ 
помощию интеграла %, ивтегрироване уравнешя Ф, (#)=7, 
сведемь на интегрироваве линейнаго уралвеня порядка 


п—9, которое напишемь такъ: 
% 
(и) 
в 
в — 


Относительно этого ураввеня можемь повторить 1046 са- 
мое. чт0 сказано объ уравненш Ф,(и)==И,; т.е. мы буден 
звазь {—2 частныхь ивтеграловь уравненя Ф;(и)=0 


$, (и')==Т,, тАФ и’ == 


а потому можно съ помощио интеграла #, полизать едини- 
‘цею порадокь уравнешя Ф/(и’)=Т, и получимь уразнене: 
$,(и’)=Т, порадка я—3. продолжая такимъ образомъ мы 
дойдемь до уравнешя Ф\и“—")- У, порядка п—$ и если 
будешь знать общий интеграль этого уравнен!я, то общий ин- 
теграль уравненя Ф(у)=7 найдется поередетвомъ квадра- 
туръ- 

8 88. Возьмемь дла пркивра сначала уразнеше 2-го по- 
`радка: 

2 


р рвут, 
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в положимь, что мы зыаемъ одно частное рёшене у, ура- 
звена: 


Наиншемь данное уравнев!е дзя сокращен такъ: 
у Ру-ьРауеТ, (1) 


& услове, что у, есть ивтеграль уравненя безь нослёдияго 
члена такт: 


“Ри Ру =ыю. (2) 
Изъ этихь двухъ уравновй получимь: 


уу" —уу, "+В фу) РА. 


Полагая: у’ ‘=га, имемы: уу’ уу “==”, 


т 


+ Р, 


Интеграль этого линейнаго уравнены 1-го порядка слё- 
дующие: 


[ре —Грае 
== (Се 5 а), 
Откуда: 
„ , , — ра р в 
У у @ у а. 
ПВ = р (0--[Уие ); отеюда: 
— [Ра 


е 
у=б:- | 


Ро 


веть общ иптеграль ханнаго уравнения. 
Возьмемь уравнене 8-го порядка: 


Уа-Ри’--Ру-РууяёР (1) 
1+ 
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и положимт, что вамъ извветны двё функши м, и у,, удо- 
вцетворяющия уравнейямъ: 


уе” Ру’ Рууяыо, (2) 
у’”--Ру,"--Руг-ьРиууяао. (3) 


Пуеть: В=уу,— у’, означая производвую оть В по х 
чрезь В’, а вторую производную чрезъ Е”, имфемь: 


Еду” 
Ву у’, У. 
Пользуяеь уравнешями (1), (2) и (3), имфемъ: 
уу” — Рик" Ри" Руу-- Ти 
Ру Р-Р 
Ту, — Ри," — "у )-- Ру" у, 


и ву, а уу," .) 


= (2 а (в--® ^). 


в'+ (в) (в.-- и) а= — Ти. ° 
ЕЛ ко 


Такимъ образомъ одно частное рёшене послужило къ но- 
нижевию норядка уравнев!я на ехиницу. Частнымь р%шен!- 
емъ предыдумаго уравневя безь послфлнато чиела будет: 
9’ —у у =В,—выражеше, получаемое изъ В зрезъ зам®ну 
у на у,. И такы 


Ви (вв, э (вне `)= = 


Или; 
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Изъ этихь двухь уравнемй подучимъ: 


я: ви--(в тв ВЕ,)-= —ТуВ,. 
9: 


и [2.4 


5 отера Х Е у’ имфемь, инте- 
. В 


Полагая; Р. 


РД 
р 


трируя: 
ХиВЕ—ВВ,)=0-— [Ти В, Хде, 


гдё С постоянная произвольная величина. Отсюда: 


В "бе 
Ее хв— ХЕ: а Инв. хаь, или: 


Уи о (2 
у 6.( 
„(у а 9+) Гу 
о (#) раз) ианва 


Иитегрируя, получиыь: 


9 0,0, № 
9, 9. 


ор Ги 


Или: 
. Гу ах 
у=бн ++ 0.у. 6, [в(*) [ук 


у) Г Гры 
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Изъ этого рзтевя очевидно, что третье частное рётее 
уравненщя безь посъбдняго члена опредфляется по двумь 
даннымъ и равивется: 


«РФ 


$ 89. Еели извфетно одно частное рфшен!е уравненмя съ 
послёдяпмь членомъ, которое означимь чрезь Х, то полагая 
у=—Х-н2, опредВзяя отеюла производныя оть у н подетав- 
ляя ихъ значешя въ уравненю Ф(у)==7, нолучимь: 


$(Х)-- $2). 


У, . 
во Ф(Х)==7, поэтому нахождеще 2 еводитея на антегриро- 
ван1е уравненя Ф(2]=0 безь посядвято члева. ОлВдова- 
тельно, зная частное рфшен!е уравнешя съ послёдниму зи- 
сломъ, мы можем уничтожить этотъ членъ, но мы ве по- 
нижаеме порядка урявнев{я. 

Если же намъь извфетны $ чаетныхь рЬшенй уравненя 
Ф(у)=Т, то мы будемъ въ состояни уничтожить послфдий 
ялепь и понизать порядок» уравнешя на #—1 единицу. 
Дёйствительно пусть частвыя р6шешя уравневя Ф(у)-=И 
суть 


Х,, Х,, Х,,..Ху 


общее рёшеше выразитея такъ Х,--2, ГВ Х, одно веъ 
частныхь рёшен!й: 2, будеть имВть # знаяеви, смотря по- 
‚тому, которое изъ частныхь рёшевй было взято и эти $ 
значе 2 удовлетворяють уравненио Фг=0; хотя эти $ зна- 
ченй неизвестны, но пхъ разности будуть извФстны, они. 
будуть равны разностамъ соотвфтетвенныхь значевй Х; та- 
хихь разностей независимыхь между собою будеть +—1, и 
каждая изъ этихъ разностей удовлетворяеть уравнению Ф(2)==0; 
слфховательно мы будемъ знать 2—1 чаетрыхь рё шений этого 
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уравнешя, а потому порядокъ его можно понизить на #1 
единицъ. 


8 90. Если въ уравненш Ф(у)=И озномене у = по- 
п 


ГА . . 
стоявной то у= р: будеть чаетнымь рАлевемъ этого ура- 
п 
вненн и сь помопию этого рёшевя можеть уничтожить 10- 


: У 
след чаенъ, полагая у== в +^ 


ы « 


. Я . 
Если отношеые въ линейная функця %, и если въ 
а 


уравпеши Ф(у)==У членъ еъ первой производной не суще- 


: т 
ствуетъ, то тоже положене Ур —=2 уняятожаеть въ ура- 
. ® 


внени нослфдвЁ злент. 
Напрамврь: въ уравненйт 


2 5-1 


2) з, 
я —@ ‘у-=е--1, подагая у2=ё— 28} 


иреобразуежь ето въ слёдующее: 


@ . 
—— а =0. 


5 


$ 91. Теорема о понижеви порядка уравневя Ф(у)==7 
вЪ томь случёф, когда извфетны $ частныхь иятеграловъ 
ураннен!я Ф(у}==0, можеть быть доказана вначе, чёмъ въ 
$ 87, основываясь на способ измВнеюя постоянныхь. про- 
извольныхъ. сли 9, У,..4; суть $ частныхь интегралов 
уравнен!я Ф(у)-=0, то выражение 


У=би--бь Оу 


будеть хотя бояфе общим, не также частимуь рёшешемъ 
того ше уравненя Ф(у)=0, котда полатаемь коеффищенты 
С,, 0..0, постовнными, Полагая ве С,, С,....0, фувкщями 
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2, мы можемъ опредваить Нхъ зтакъ, чтобы тоже выражеше 
представляло общ натеграль уравнеяй Ф/у)==Т, при этоиъ 
между этими величинами О 0,..С, можно допустить +—1 
произвохльныхь соотношенй; эти соотношеня мы выберемъ 
такъ, чтобы производныя у до $-—1-го порядка включительно 
иыфли тоже выращеве, вакъ к въ случаБ С,, (,....0; поето- 
пЕвахъ, т.е. мы цоложамъ: 


а, ас, 
бе р = 
Я 80 аи, аб. 4, 40; _ 
ре Г о в [И 


ти 9С, , 
т. * 


Велфдетве этахъ положевй получныъ: 


уби--бил----Од» 


(2) 


у, @С, 
бк 


„. (3) 


а" 40, 4 
фт! бр 


Ян 


Сверхъ того положимъ для сокращения: 


@) 


Тогда дафферевцируя #—{+-1 разъ послЪдиее изъ урав- 
нен!й (2) получныъ: 
#4, 


Фо, #2; 


би Абая еее бЕит 5 
ау ти # ау, 
Я, А ЕЕЕ ПАбырг он —2,, (5) 
р [2 @"у "у; 
О И С в 


подставляя эти выражешя въ урвзнеше: Ф\у}=7, иы полу- 
чаемъ уравнеше порядка и—#: 


2,4, ан. Р, а А--Р, :Й=Р (6) 


иг 
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Но изъ уравненй (1) и перваго изъ уравнен (3) можно 
опредфлить: 


40; 
‚.. ТЕ ВЪ ТВЖОМЬ ВИД: 


Ха, тв Х„ Хун Х, 


извфетныя функци д. Остальныя же изъ уравнен (3) поелу- 
жать къ опредёлению 2,, 2,....2„_; ВЪ тажомъ видф: 


*“ 
„8 


А=А,2, 23 2 


в— 


эт. 


м8 2, 2,,.й„_; будутъ извветныя функции х. 

Отсюда слвдуеть на основави уравнешй (4}, что И; суть 
линейныя функщи г п его производныхъ до порядка # вклю- 
чительно; поэтому уравнег!е (8) будеть зинейнымъ и поряд- 
ка и—4 относительно 2. 

Общ интеграль 2 уравненя (6} содержать н—& произ- 
зольныхь постоянных. Полагая этотъ интеграль изветвымъ, 
находимъ: 


] 


2 


д Е 
бен] Хафь, С,-е, + [Х,зйт,..Орнегы [Хави 
& 2 


ТВ С,, С. „..6; новыя постоявныя произвольныя. Отсюда но- 
лучемъ обийй интеграль уравневя Ф(у)=У въ такомь видЬ: 


; а 
Усы Хун Х кет. 
1 1% 


Очевидно, что въ это выражеше входять 7 произвольныхь 
постоянныхъ. 
‚ $ 92. Перейдемь теперь къ интегрирован зинейнаго дяф- 
ференщальнаго уравневя безъ послФдняго члена съ посто- 
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янными коэффищентами. Веди съ дифферевуЧальномь ура- 
внен{и: 


Ру РУ 
фа Г 


коэффищевты Р,, Р,,..Р‚-—постоянвые, # частныхх анте- 
траловъ этого уравнения ваходятся легко. Позатая уе”, 


й, 
ай 
имфемь при веякомъ Д, при.” подетавляя эти выра- 
женя у з его производныхь въ данное уразнёые полу- 
чаемы: ` 
т(тт-ьРт 1-- Рив" *-...--Р„_ин--Р о 


Очевидво, что у-=е””” удоваетворяеть данному уравневю. 


если и равняется одному изъ корней уравнен}я: 
т"--Рит" = Рин" *-..--Р,_ии--Р,==о {2} 


Означая корни этого уравнешя чрезь т, ж,.-ми, имфемтъ 
и частныхь интеграловъ 


и общ янтеграль: 


ат, т, т,5 
у—бе --б, +... . 


Ески уравнен!е (2) аыфеть мнимые корни, то при д##- 

ствительныхь значенях»ь коэффащентовь Р,, Р,,... эти корни 

. будуть сопраженные, п общий интеграль приводатея кз зиду, 

въ которомъ веф члены дёйствительны. Пуеть ин ==а--В, 

т,—а-В два сопряженныхь инимыхь корня уравнения (2); 

соотвфтетвуюрие этимъ корнямь чзевм въ общем» интеграз В, 
дають сумму: ‚ * 


С яя (СО совб--КО — тб 
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Такь какъ С, и(, произвольный постоянныя, то можно 
положить: С, --0,=4, КС,-—С,)-=В, и предыдущая сумма 
замфнаетея слЗдующею: 


2"? Авозве-- Ват) 


Можно положить А= М0, В= — Мэте п эту сумму на- 
инсать такъ; 


Ис“ соз(Вт-- <), 


И и =—д3 постоянныя, которыми замёиены С п С,. 


$ 93. Когда нфкоторыя изъ корней уравнены (2) сдфла- 
ются равкыми, то число частныхь интеграновь уже ве бу- 
вия 
деть равно я. Если напримёръ лн-=мь, 10 два члена С,е 
за т.е 
—-0.е ° соедивятея въ одинь (0,--0.)е ; козффищенть 
С:+0, представлясть только одну произвольную постоанаую, 
и предыдущее выражен!е (3) не будеть общиыь антеграломъ 
данвало уравнева. Въ этомъ случа общ премъ нахожде- 
в!я общаго интеграла неприложимъ и должень быть изыф- 
зенъ, Деламберте увазаль казъ изыфчить въ эчомь слу- 
39$ и способъ нахождешя общаго интеграла и самый интег- 
раль. Выфето того чтобы полагатьпрямо и, =,, положимъ 
т, =, +, получимь: въ этохъ предположешт 


т, эф йа тих | 


25 
Че Це се =в } 


С,--Се 


и 
= | О 0. 


Слух Сия Ор } 
т 12 128 


Положниз: (,+0,=4,, 0,4=В,, предыдущую сумму на- 
пяшемъ въ такомъ вид: 


ее и В ВБ 
ы [вал = 128 } 
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Сблишая значеня корней т, в ,, т.-е, полатая В=0, 


получим для двухъ раввыхъ корней: 


"дк Ва! 


При трехь равныхь корнахь и -й,=и,, сумму со0т- 
вВтетвующихь трехь членовъ общаго интеграла замфняемъ 
вначале сунмою; 


их 2х в 
е (А-В) Се 


и полагая: 4/-+0,-4., В, + О №=В,, 5 О№М-ЕО,, ва оено- 


воры 


вали уВхь же разсужденй получаемъ вы ето трехъ членовъ 
интеграла слёдующую сумму 


тя 


е (4-—+Ва-- 0”) 


Легко распространить этотъ способъ Даламберта ка про- 
извольное число раввыхь корней; но случай равныхь кор- 
ней объяеняется съ большею точностью по способу который 
мы изложимь въ слёдующем 6. 


$ 94. Положимъ, нань и прежде: 


4"; 4+ 4" | 
г О, 


Полегая у=е””, 


Фу” (тт Рут Рьте“ *+...--Р,_мт--Р,). (2 


‚ иыфемъ въ случаВ т независящаго оть т. 


Многочлень въ скобнахь означямъ чрезъ }и, з.-е. 
ти -- Рив" Рип" 2-4. -Р, ит--Р.=ЕИт), (3) 


тогда: Ф(е”®)—е”? рт. (4) 
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Послёднее уравнен!е есть тожество, т.-в. существуеть прн 
зонкомь т цезависящимь оть 4; дифференцируя # разъ 06 
части его по и, получамт: 


а — (у 
* „-—(@ У 
#6 (е"=) [“ (т ) 4 “() 

Фи" — ат В. бы 


Фу ` 
—Р, (==) | уе" 


ЗА ‚ле 
= ( ит ее"), 


де" рн) Чао дет 
фт ] т», фи” т. Фи * 
Кох а тв ! 
т.р |2 ри 8 
(®,Р”я. тим. ие), ет. т 


ИА, вт 


а тР’теы 


==” и 


Аи +в]. 
Слдоватедьно имВемъ; 
Фате" т) ао"е [арий рю «Е он. 


Де - чи-- Ань } и (5) 


Если уравнен: 


Кат) =, 
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которое назовемь характерисякичиыме для даннаго диффе- 
ренщальнаго уравненя, имфеть корнемъ э,, 10 при ==, 
по уравненно (1), 


Фе 0, 


эх . . 
и слбдовательно уже есть частное р®Фшене уравнешя 
Ф(у)==0. сли уравнеше /т==о имЪеть мн корнемь +1 
разъ, то не только и, ==0, но я Г, =, “чт, 0. ВА, 0; 
слфдовательно при ж=и,: 


т, ее тих 
Фе )==0, Фив )=о, Фе )=0,. 


а потому частными рфшешяын уравненя Ф${(у)=0 служить 
}--1 р»тенй: 


хо щр т Ве 
е 2 „ве р. в. 


Когда коеффищенты Р,, Р,...Р, поетоанные, то уравнене 

[изо даеть ж корней: 9, т,..ий, постоянныхь, а потому 

тыр п тр 

частныя рфшешя уравнев!= Ф(у)=о сумы в ‚ее, 
и общий интеграль этого уравненя: 


па а © 
у=бе бе 4-е . 


Еелк же изв ® корней уравнешя /*)-0 +1 корней 
равныхь 2, {+1 корней равныхь 7, то‘частнымн ршен!- 
ями уравнешя Ф(у)-0 служать: 


те та ве щи см: Тат 
6 ле ие „ев 


Общий чнтеграль навишется сакъ: 


пя в. 21, д 


у=е (А4-+Аач..- Ане (В-ВаеВи О, +... 
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ТД остальныхь членовъ будеть столько, сколько остальныхь 
корней въ уравнени Ф(у)==о, т.-е, и— (#1) (1+1); отоль- 
ко же бухетъ постоанчыхь въ остальныхь членахъ, везхь 
же постоянныхь очевидно +. 


$ 95. Кории уравнся Ий=о при дБНствитезьныхь коеф- 
фищентахь Р, Ё,,... могутъ быть минмыни сопраженными 
и какъ видвли въ $ 99 при леравныхь мнимыхь корняхь 
общйй иитеграль уравкеня Ф(у)=о будеть содержать члены 
вида 118“ соз (8. Если же сопряженные корни, ит, 
выфотв съ твит п кратные, и степень кратности ихь |, то 
они введуть въ общ И интеграль слфдуюрые члены: 


647 { М, соз(т-на,)-- М,зсов (Ване, )-+..., 


в-1 
Мы  созВуче: 


тд М,, М, в, 
величины. 


„. Пудуть Зы произвольния поетозиныя 


$ 96. Постоянныя интеграла вообще произвольны, но 0б- 
ий питеграль дозженъ вм ть то свойство, чтобы при ® дан 
выхь значеняхь функщи у и ея (#1) проввводныхь, зиз- 
ченяхь отвёчающихь вЪкоторой величньй з==7, и которыя 
мы обозвачиыъ чрезь у, и’, у’...уь” ', постоявныя янте- 
грала мотли быть опредблепы по этимъ зназешамъ, Посмо- 
трлмъ какъ опредёляются постоянныя ивтеграза въ томъ 
случа, когда характеристичное уравнеше не изфеть раз- 
ныхь корней. Обний интеграль въ этомъ случа: 


ых ть т; 


у=бе бе ле 


в . 


) 
производная порадка & напишется такъ: 


(в) фт Е то Е та 
у =Обже --Ст,е +..--Сьтье 
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—"/, 
Положимъ вообще Сус; е и предыдущиы выражения на- 
пинемь такъ: 


вв (—я.) (вл) 2тл(1 0%) 
у=е,е ве 4.0 , 


®) № (ав) В те) в тео) 
у ==ем,е нет, е и нет, в 


Отсюдь и получаемь слвдующия уравнешя для опредфле- 
НН С, бб! 


У -Нне-Нс,, ] 

Ее НН НОЯ, 

У’ “сыт, ист”, | (6) 
четы” ©} 


Эли ураввешя рёшаютея по способу предложенному Ла- 
транжемь (въ Мбш. бе Гасай, 4е ВегЬа 1775. 1799). Со- 
ставим: 


ри (т— т, ит, .(т—т,)= 
Р-Р т--Р, т. Рая" ч-т” 
и слёдующы фуници: 


— в и” 
№ _ит=Р, Ц--Р, т .и-еРте ата 


+ (т)= 
ту В чт 
(в) = 1 


18 
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я Ги=Р,_,--2Р, _ мин. .--(а—П)Рит"—* ами", тогда 


чу И ат окиси" Что," 9 


. Р (т) 


Для локазательства умножниь уравнения {с) посяфдователь- 
но ва №, №» АА, №) И ПоЛОжимБ для сокращения: 


и 


Е ие 1 
о 


Сложивъ результаты умпожени, позучимт: 


Ас, (т, не, (ть) „не а(т,) 


ат 


Желая опредфлнть с, выберемз ^, >. 


„_® Тавь чтобы: 


фидо, фо, ри рано, иво... (и) о, 


вромё 9(7.)). Уравневйй для опредфлевя 7,, 1... будемь 
иыВть Столько, Сколько этнхь величинь т.-с. #—1 и мы по- 
зучимъ: 


А 


А=с,ю(т,), откуда: = Ян 


Но $6) очевидно, икфя Вже корни какъ /и, кромё м» 


(т) 


равняется 


ит, ® При ®-=т, обращаетоя въ Ё(т,). Далве 
И 


иыфемъ: 


фи) Аи"... 


Ш 
а" и 1—5 


ить Рип" ‘Ри т. -Р, тр, 
и—т; 
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Откуда: 
Р-Р --Р,т--Р, 
АИ НА ее -Хот — Ио 
— тр, ., —тАи— т), 


Это равенство должно быть тожествомъ п мы получимъ: 


рии ==Рунт==й (т) 


и ==Рь-нт,В т; 


(т) 


=Р, тр, о--таР, --ь-ьтр “Р-ытР? 
2,3.) 

М =Р, Р-Р, инте -ньтл 
==, «(т 

=Р, + вР, ет инт” 2Р, т; 


= в— (®) 


Отсюда и получаемь: 


РЕНИ лжи ВЫ жж Ы 
. Р(ть) ? 
что и требовалось вывести. 


$ 97. Возьмемъ линейное дифференщальное урзвнеше еъ 
постоянными коеффищентами, но съ послФднимь членомъ: 


3 .-®РинЕТ, 


или еокращенво: Фу=Т. (1) 


18* 
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Чтобы получить обиИй нятеграль этого уравненя, зная 
одво частное рёшеше, должно это частное рфтене прибя- 
вить къ общему интеграяу уравнены Ф(у)—0 (2). Частное 
же рёшене уравневя (1) получается, хакь внхЪли въ 8 84, 
въ такомъ вид№: 


5 


У: 


= Е 
Уаз | ° Та» ` Таз 


и + 
Фан} 
®, 


и. , 
$» (+) 9 у, 
5 


® 
тд у. --9, суть чаетные интегралы уравнешя (2), а 


@ Я" 


Фуд =АуН-, 


коеффищенты же ^,,^,,..^, опредвлаются лвъ уравнений: 
еКу==о „2 Ан,)=9, кромф эДу. 


Когда коеффишенты ураваешя (2) постоянны ч уравнеЕю 
ри=о ие ныфеть равимхъ кораей, 


аду} 


Многочлень въ скобкахъ должень обращаться въ нуль при 
АИ, т... кромв м-та поэтому 


А чаи чьи ни и 6 т). 


у; 


одне". т) 
Отсюда: 
. ое & 
те т)” е вы Таз -=..., 
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Опредфливъ Х должно прабавить эту величину къ обще- 
му ивтегралу уразиешя (2), чтобы получизь обий интеграль 
уравнена (1). 


4 
Прим рь: Ре 


Уразвене безъ послдняго члена имфеть общимъ инте- 
граломъ: 


НЕ — ВИ. и 


а да, а, —и2 
В:= биз (дье в ‘) пли В, ИЕ (1), 


абтеь 
Зи (т, 


1. . 


Присоединяя В, и В, къ провзвольнымь С, и (,, позу- 
чимь общ интеграл даннаго уравненя: 


— ах 
Убе", "*— 


Это рАшеше могли бы получить проще. Данное диффе- 
`рентальное уравнене удовлетворяется, когда положимь 


а 


= слфдовательно это будеть частное рёшеще и при- 


бавляя къ нему обайй оитеграль уравненя безь послёднаго 
члена, получаемъ обиёй интегражь даннаго уравнейя. 
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8 98. Предыдущее выражено частнато рёшеня уравненя 


($) можно вывестн еще иначе. Выражене 


4 
= ух, 


& 
въ которомь У какая-нибудь фунещя х, означимъ зрезь 
Ут) т.-е. положныь: 


р 
2" в "труде У, (тв). 
& 


Дифференцируя У, но м, ныемь: 
У (тат (т 7 
У (ада (тнт ГУ’, 
аа. (Р) 


Ут вает" (тд)-нт” У 


ео ит Ву *— в, 


Прябавимь къ этамь уравненамъ тожество: 
У{т,з)=ЕТ, (т), 


и умномивъ уравнев!я (У) начиная снизу; поснфховательно 
ша 1,Р,,Р.,..Р, а носз»диее тожество ва Р,, возьиемь 


и—2 


ихъ сумму--получимт, пользуясь обозначеными 8 96. 
ФС, тети. Р бт а--д, т). ч-р, „нд. 
2, т). Ут). Ре---УНИ (1), 


Пусть уравнеше Диз=о имфемъ я кориейзи, ле,..олт,, и ве 
эти корни различные. Для какого-нибудь изъ этихъ Корней 
т; получимъ: 


ФУ, (в), Кт- РЕ, (ун-т) 7 5.2) 
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Умножимь это уравнеше ла пеопред®зеннаго хоеффищен- 
та @; и возьмемь сумму такихь произведен й относительно & 
получимы: * 


В 


Хоф. Г, (вуз УФ: Г (та ФГ Ха, (т, $] 


==} Хали?---Р, Ха, 


5 И’ ани р. ат ба 


И’ }халь” 3 - Р‚Халий 4 


7-9} Халь--Р, Ха; -- 9. 


Выберемь множителей @,4,,... такъ, чтобы они удовлетво- 
рязы равепствамь: 


За „Уаин 0, 


Очевидно это тВ же уравненя (с) $ 96, только вторыя части 
замнены въ первыхь 2—1 уравненяхь пулями, 8 вв п0- 
саЪднемь еднницею, поэтому несла вн а..... опредЪляютса фор- 
мулой: 


т 
— Рой” 


Когда корни уравненя Ми=о всф различны, то такое 
опредёлевис возможно и мы получим: 


„Ра 
°[* т ] 


а 


=7. 


У; (а) 
рт; 


рЬшеше уравнены: Ф(у)-=7Т, когда коеффященты Р,Р,-.. 


Отсюда елфдуеть, что У предетавяяеть частное 
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постоянны и ДАн-о не имфеть равныхь корней. Очевих- 
но, что 


т, и 


= 

Ут») в" [те в 
—„— и, = ти" | 
Ех 


= 


8 99. Шоспотримь какъ измЪфнается это выражене пря 
существована равнихъ корлей въ ураввенн Вн-=0. Уравне- 
не (1) 8 98 представянеть зожестно, существующее при 
вевхь значешяхъь 2, поэтому дьфференцируя это уравиеяе 
® разь по и, имфемъ: 


(У, (в, 8 
фи” 


& производная порядка й озъ второй части  уракшеви (1) 
равняется: 


ФР, 
ев, СР м-н, © 
я А эл т. д =. --рн.% ПЕ 
в им ши 
РИ -.7 ей и 
па + ® 


Поэтому для веякаго # цфлаго и положительнаго имфемъ: 


р Фе") — 
фи" 


* 


Ч, Р.-н(В, КЕ ЧР, ри, И и И 
Дет. тЫ), бт Ри = (т. д {т. ий 
® Фа Ци 
— Ут 7 ыы. „-нИ я. 
®—з З 
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Въ этомв уравненш дадымь # посл довательно значение: 
0,1,2...й, получим &--1 уравненйй: 


ву, р А 
2 (т :) Ми. р... Йа, (ты) У увию,__ 


ее 


Полагая во вефхь этихъ равеяствахь =», гдф а, есть 
корень уравнены /и==о, степень кратности котораго рав- 
пяотся +1, пыВемъ равенства: 


ЕТ 


2(=)= ом вы, 


=; 
ФУ, 
г (= 


) ни 


та я 
* 


тдВ суммы взяты отъ 1==0 до 4=2и—1, причемъ замётимь, 
что члены этихь сумы, въ которыхь зерхвйЙ указатель про- 
изводной оть Г болфе нижляго указалеля я-—-1 обращают- 
ся въ пули. 
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Отноеттельно другато корня уравнены фи=о, степель 
кратности котораго равна ’--1 п который озпачииъ чрезъ 
®,, похучимь такой же радъ ураввевйй, числом А'--1; лань 
что вообще получим й--1--’-1-+..., т.е. # уравневй, 
составляющихь столько групит, скольно различныхь корней 
зыБеть уразнене {/—0. Эти уравненя умпожных поел 
вательно на неопрезбленныхь мнозимелой А, 
№... н положим дяя опродфлешя этихъ коеффален- 
товъ сафдующя равенства: 


И (ан, Иа) 
И, не 
а беднее) 
НА ее (ау 
НИ ие нениее КА) 
Ме ар вы 


И а) 


(рнин=Ъ 


А-а (а 


„ба, =... ры м (ам)... 


==0; 
получиыь: 


$ 
Ф р Рем (=) - 


Тань что, означая частное р8шене уравневя. @(у)== 
чрезь Х имбемъ: 


а (в. )- м, (= п-т днь) 


® 


Не опред$лая коеффицентовъ ^ ножно ихъ исключить изъ 
уравнений (х) и уравнемя предыдущаго и мы получиыь дая 
опредлевя Х слёдующее уравиенуе: 


Дак! у, Не оао, р и (к. | 
тер мер Рон, мены. 0 


я 


ПР (аи, Ор нее ар) 0 30. 


Ла лы Век 0 
4, а *.) Фт\ х 
ед (а >) (=) 7), Я в ).. “. да =Х 


“,, А 


Легко аб что въ детерминант® первой части ни одна 
. строчка ве равна другой и ни одинь столбець не равенъ 
другому, поэтому предыдущее уравневе не можеть быть то- 
жествомь, а потому для Х получимъ опредфленное и конеч- 
ное значеше. 
$ 100. Примбрь: у’ Ву” бу Ву Зуну=Т, 
Характеристичное уравкене здфеь слфлующее: 


рт-ыт Зи --бии— Ви’—Зарь 


С О и 


аняиия— Вт‘ + би —Вт--3, РмеЕбий19134-19ли—-8; 
р ‚7 , 


фи — Вт ьбт—3. Рипа бт 6, 
рт=тз—3т^-6, Рот ии— бт, 
рии’ —8т, Котт —8, 
фт=т —3, Рий=1, 


фи, Рот, 
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Г’ от —36 +13, 
р’ ии" 18т, 


Рот-бт—6, 


Рут, 

Р’т=0, 

Рин. 
(рев, РАев 2, ГИ," 
= о ь рае т, Ра) --6, 
Бр 4, Ра, = 0, 


(=, ГИ)=ЬфЬ = 9, 
Ва, КТР 0, 
(её 3, РИ 9, Б@) = 
В(-1-=—5, РСП, ее 
О о 
ВС-0= $ СИ=Ь-5, АО, 
(4, Р(-0= БА. 


Для вычиеленя производвыхь оть У, по чи, замфчаемт, 


что 
Ре" ра, 


г =, е"“[ле "У, 


ФУ, 


ит, пора" рар вы Раз пт. д, 
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Откуда: Утв Раь, {6 =" У, 
уе аа. 
(=) =" = аи [ше—2 Рае; 


т 


(вы) [о Тарр [ие" Раз } 


ФУ, —= —« — 
(бе) ее уще— эхо раг-- [130—“ У. 


Полагая для краткости У, (1)=4,7, (—К=А’, 7 (8) =” 
ФУ, в. (2% 
фт —в (=) фт” 
р 


имфенъ для опредфлешя Х сафдующее уравнеше: 


хавохв хх 


0 4—3 0 2 9 2 =. 
0 —2-12 4 5 > 
0 21 0 4 1 1 
0 1оо 1 0 1 
Откуда: 
З 1 ира то 
Х=Ь— ва . 50 аа4 8+5 4 
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8 101. Если уравнеше би-=о содержить только раввне 
корни, то детерминанчь, опредвлаюрий частное рёшеше Х, 


чая, что 


Ч 


ть = У, РА 


прянимаеть ВНДЪ: 
1, Го, и, бт 
а в >: = 
ба, 0, Й 
— 
„0, Я 0, 0 
В Ремень 0, о, о 
о „9, о, о 
ат. а \ (4-7, 
7 и) ит?) (дае .х 
а & а 
вы 1 
= 
==0 
ау, - 
(еж), х 
« 
Такь зав "(я-то 
я 
О: (т 
о” Янг 
(2—1) фу д 
Означая вообще те" чрез У... 


=, 


и зам®- 
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пагремт: 
ТТ, 
и вообще; 
е- ‘ 
=" уе", (и Па", — ТУ, 


Если положимъ сверхъ 1010, что корни уравненя Ги==0 
суть нули, т.-6, если положиыь, что дваное дифференцаль- 
нос уравневе пыфеть видЪ: 


Чи 


2 


то Ре“ УФЕ и мы получим» частное рёшеше преды- 
дущаго уравненя въ тахомъ вид: 


т [= "Убе (и-Пуа"ее 


1)" ера. нырр”- "Ува. 

Эза формула совершенно согласна еъ тою, которую мы 
наляи другимъ путемъ въ 8 60. - 

$ 102. Затрудневя, ветрфчаеныя при вахождени частиаго 
р»шеныя линейнаго уравневя съ постоянными коеффицен- 
тами, во съ послфднииь членомъ 7, заставхають прибётгать 
къ частнымь премамь, когда функшя У имфеть извфетный 
опредфленный видъ. 

1) Возьмемъ уравневе: 


Фут, 1) 


и пусть РД и Аь аа, 
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Дафференцируе уравнеше (1) #-1 разъ получаемь урав- 
еше безь дослВдияго члена порядка и-нй--1: . 


(2) 


Фу) =о. 
Это уравнен1е, будучи развернуто, напишется так: 


РР, уе. 9—0. 
Харзктеристичнымь уравненшемь дих него будеть: 
трио. 


Нослёднее уравяене имфеть ‘корвемъ нуль +1 разз по- 
этому частнымь рёшешемь уравневя (2) будет: 


аа" ние --@ь 


для уравневт {2} коеффименты а... прочзвольни. Это 
р№шеше должно удовлетворять и уравненто (3), но тогда 
хоеффищенты его уже не будуть произвольны, а должны 
удовлетворять нёкоторымь услошямъ. Еези предыдущее част- 
ное рёшеше озпачимъ чрозъ м, то услошя эти получатея 
изъ того, что уравнеше: 


Фи=У 


должно быть тоществомь. Шо раскрытия этого уравнетя и 
по сравнев и коеффищентовъ при дапныхь стеленяхь 2, при- 
ходимъ кь слвдующимь уравненямъ, опредфаяющимь коеф- 
физленты: @,@,.... * 


Р.А, 
аР,--а. КР. ==, 
а,Р,+а,(—ПР, ‚ча. -1)Р, 


— я 
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Изь этихь уравиешй легко видфть, что коеффищенты 
4... будуть пмЪть значешя конечныя, если Р, не разно 
пулю. Случай Р‚==0 можно всегда устранить, тажь какъ въ 
этомъ случай порядокъ. даннаго уравнейя ` 


ФУ . 


можно понизить, полагая 9 2. В 
Изт предыдущаго слфдуетъ, что частпымь рмещемъ ли- 
нейнаго. дифферевщальтахо уразнешя съ поетоянвыми косф- 
фицуентами и еъ посл днимъ членомъ равпымъ цёлому мвого- 
члену, служить цфлый многочленъ той же степеня какь 7. 


Фу 


Примфръ: — ужи". 


4 


Частное рёшене возъмемъ въ такомь вид: 


на, 


иных" бт 


э7" 
Уравкен!я для опредфленя коеффищентовь слЗдующия: 


Зв — 
—"*% = 


— "а, =, 


— а, нит(т— Ио, 


Отеюда всф нечетные коеффишенты нули, а для чет- 
ныхь— 
ат(т—1) 


а я 
< =, & = -— 
ы ты ря 


и 


—_ ат (и—1){т—2)(т— 3) РВ 


34 
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СлВдовательно чавтвое рьшен1е даннаго уравневя: 


Х: ч-+ г ; 
ры и и 


«(= О еси, 


Такъ какь частныя р8ёшеня уравнешя безь поелвдвяго 
члена Суть: Ти © "", то общий интеграль даннато урав- 
Веня: 


9-0, е"^--б, в ""-Х, 
2} Если Упыфеть видъ: 


де”е-- Веб Се"... 


то также можно найти частное р шен!е прямо. Ограничам- 
са для краткости тремя членами,-—-пуеть дифференщальное 
уравнене имфеть видт: 


Фу) -=4е“*-- Ве’? 02". (1) 
Дифференцируя это уравнеше три раза, пыфемл,: 


Фу) дав" Войт +-0е6* 
Ф(у") = Ад“ ВОт” Соле" {2) 


Фу”) Аа“. Вот" безе 


Умвожая уравнев{е (1) ва ^, уравнения (2) посяфдователь- 
но на м, у, 1, можно выбрать эти коэффишенты такь чтобы. 


аи --вач-к==0, 
фу, 


6-е" ре-ьА=0, 


Очевидно: \ {а+5--5), иетаф-нас ве, А— — абс. 


— 2 — 


Выфето урзвневя (1) мы полузимъ уравнен: 


Фу’ Фу’--ь Фу--® Фу-=о (8) 


уравпев{е порядка 3-мя единицами большаго, чёмъ (1), съ 
зостоянними коеффищентами и безъ послдияго членя. Ха- 
ражтериетачнымь уравнешемъ для него ‘будеть: 


эт’ е-кутирт-узирт-- Арно, или: 
и: 
т(т—ат— В) (и =. 


Откуда сафдуеть, что общий интеграль ур. (3) кром част- 
ныхь ршенй общихь съ уравиенемъ: Ф(у)==0 иметь чает- 
выя решены: 2, ей, 07, если только а, В, с ве принвд-” 
лежать къ корнямь уравнен!я: ри==о. Допустимь, что по- 
слёдвее услоше выполнено; тогда въ интеграл уравнения (3) 


получииь сумму: 
т ВЯ 


еъ произвольными коеффицентами и, 6, ©. Эта вумма бу- 
деть предетавлять частное рёшеше уравнении (1), когда а, 
5, с будуть прилачно опредёлены, Для опредёленя ихь 
иывемь: , 


| ==а, Ф(е“*)-5, Фе") + со Фе“) = 


Фей” но, с се 
вора", фе" 4-е, Ге в Де" Вет беге. 


В с 
Откуда: а == г. =, = В. м-в . 


эти коеффитенты опредфленные и конечные, чакъ кань {о 
®,. Е въ нуль не обращаются по уеловю. 
Положлмъ, что а корень уравнемя Йн-=о и пусть онъ 


будеть одиночнымь корнемь этого уравнешя. Тогда общ 
м 
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интеграль ур. (3) имфеть, кромЪ частныхт рымен общихь 
въ уравнешемъ Ф(у)-=0, частных рева: се?" вб, 7", Въ 


антегралв уразиен» (3) получимь сумму: 


ав оне 6-9, 


Фуа Фке®") рейс, Ге." 


По $ 94: Фе") =", Га и легко вадъть, что частное 
р тенше уравнент ПИ въ этомт случаВ будеть 


ели & служить № разъ корнемъ уравиешя 7=0, то точ- 
но такае докажемь, что частнымь рёшешемъ ураваешя (1) 
служить 


доб“ Бе Себя 
ба Е. 


Отсюда можно вывести частное р%ёшене уравневя: 


(уу, : 
Кома Т=Х4, 05 рт.) эту сумму можно наннедль 
чтакъ: у 
ту 
р 


Если ууё пе принадлежить кь корнахь уравненй /и-=0, 
то частяое р8шешще: 


ве вр й ны 5 


1 
(3 Пой Ив 
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Пуеть: лы % И-—н=Р,— 9. 


0, (Режи раза») би ря-нт,]); 
в , 


слфдовательно въ частномъ рёшени полузатея веф члены 
перодичесве. Если же вуё воть корень ур. фи-ыо, то — р 
будеть также корнемъ того же уразнешя. Пусть №,ф слу- 
жить Х разъ корнемъ уравнен{я, ‘тогда чденъ, соотвЪтетву- 
ющ этому корню въ частномь рёшени, равняется; 


, а, [= гв" 
5" ря) Я 


— (бе) ] 


Или, полагая Гор, 0, 


2,” 


| СЖ „(Роз (р-не р)-+ О „АваЦи р-не} 
р р 


т.6. въ числ членовъ частваго рЪшенн получится членъ 
ве перзодичестий. 


Прим ръ 1. Ре —а ви, ==”. 


Для уравневя безъ послфдиято злена хараятериоточиыиь 
будеть: 


й т-нат— ва’ 1 


корни его; и, ==, и, == — 84. 


— а — 


Общий интеграль даннаго уравневя: 
2 


— О 15а —-зах —— 
утаить (1006 а1006— ва: 


ау 


- — и -натунаА, воза, 


Харантериетичное уравнене; 
аяй--виено. 
Когда п четноеввда 44--2, то частное рёшеше: 


Азия 


х= та" 


4, 
Когда  четное вида 41, 10 Хой воза. 


Котда ® нечетное, то частное рёшевте 


а Ш 
х == дих {созаж--(-Т) * $ 


ие. 


$ 103. Для интегрирования липейныхь дифференщальныхь 
уравнен!й когда коеффищенты не постоянныя числа общихь 
премовъ иЪть; въ тфхь случаяхт, когда интегрирован воз- 
можно, унотребляють частные пр!емы, въ основави кото- 
рыхъ лешать общия теоремы, доназанныя въ предыдущих 88. 


1. Пусть требуется найти интеграль уравненй: 


Фу д, @-ч 9 
Кадар а (ау па 


к» у, 


Нанишемь это уравневе въ таков вид: 


Фу}, 


ЕН. 


— 916 — 
Чтобы интегрировать его достаточно знать ® частныхь 
р%®шевй уравнения: Ф(у)-=0. 


Полагая у(ах-+- ее + В, пыфенъ: 


Физ т ве 


=У/4м(“—1)... ива п ар-ь "т 
АА деианьтай в, 
= (а) "А+. 


Дифференцируя предыдущее тожество 4 разъ по, полу- 
чаемъ: 


—& @(а5--5)" 
— & 

у 4 @ а 
2 (а2+5) ` ат 


м4 4" дары) еею а , 
7-2 (аг-- ВЕ т 


4" (ал-- 9) оо (ав 5) 
а ® 


=Ф((02-—5)./109(а2+-0)\. 
С другой стороны: 


@ (ав) ".Кь) 1 анте +) 
а 2 (5-5) " фт ` 


— 20 — 


1 зоаз--Ы Абу, 
=акуе (=) 
2), 109 (92-45). ое В)... 


„изн (9; бод (а-ь 5) пех +В.) 


сбое зерен, |) 


==(ах--)”®} бб) 109(ае--5.Ё = Ци)... 
+; Фоех--В)у Г) = Подаа- В.К) 
Отсюда имВемтъ: 
Ф(аз-- ВУ’ (009 (ах) Ку (е-+-0у 1 
-ытоаж-ьЬ), [Г ру. (ю9(аз-ьо), Кг} 
Отсюда слфдуеть, что корню уравцешя Ку) ==0, который 


эзначимь чрезь ›,, а степень кратности его-_чрезь 1, 
отвчають озбдующуя частныя рёшеня уравненя: Ф(ууя=о: 


(пез -6) дах) оат--0).... (аль) Мобцах +В). 


‘Гакимъ образомт, паходя корни уравневя ()=о, мы по- 
лучнмъ я частныхь рфшев уравневя: Я(у)==0, & отсюда 
по предыдущей теоми можемъ получить общбй интегралъ 
уравнешя: Ф(у)-=Т. 

Для ивтегрировая предыдущаго уравяешя можно употре- 
бить я другой пруемъ-—имовно: позожимь из--ф==е', чрезь 
это навъ легко вихёть предыдущее уравнене преобразуется 
въ ураннеше съ постоянными коеффищентами. 

‚Рашимь дза чветныхь примйра: 


Вр Я 
2 и = фо 
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Здесь Ди Т-ее--1=5у?-1. 


Корни этого многочлена суть: &,—й поэтому частных р%- 
еня вуть: 


ы — Ноут 


хи ви е от, 


ие 
Поэтому общ интеграл: 
НС в от —06081092) От) 
+0, соз(юуп)—бизт(одх) 
= Аеов(юуа)--Взноуз)=Ас08(109 (9), 


тв В и « суть произвольных постоянныя величины. 


Точно также полагая: х==е’, находимъ: 


и данное 


Общ интегразв этого уравкеня: 
у— 605+ 109) 
гдВ Л и 2 постоянвыя величины; но #=109х; елбдовательно: 


у— Во09 (од), 


ГЕИ 
2 Зу—=0. 


Здфоь: | (и) жи("- тв 9р---8; ворни этого мно- 
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точлена: 3—1. Частныя р®шен!з: 5%, 1. Общий интеграль: 
В 
— 44. 
у ат 


з 
п) пи _ ао, 


Полагая: о-—=9иф, преобравуемь это уравнене въ слВду- 
ющее: 


Котда нередь а' стоять —, то общ явтергалъ: 
у—=0,с0заф-= О, тар, или 


3—0, соз(а. висят) О, зв. атсяйтх) 


Когда передъ а’ стоить —, то общ антеграль: 


у=0,6° ата (1 утоп,ареяниг 
98. Пе": 
И 
++). 99 И 
1) (1-+а27). 7 + у-=о. 
4х . 
Поаоаваыз: еде чрезз это даннное уравнене пре- 


образуется въ слёдующее: 
у 
3 +630, 
‚79 
г) Вообще пуеть дано уравнене! 


„..1 а 
ВУ 5 Рау -най уно, 
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[2 
Полагаени [97 =, выЗеыт: 


Я уе, у в @у Г би. 


9% а’ ат 9 я: ЗАВ 
р ==ау=о. 


Откуда слВдуеть, что при а? въ —- оби интеграль дан- 
наго уравнен!я: 


^ . а 
у=0, по (о }-ебыдая( =). 
При в съ —, имфемъ: 
а 
ы Дт —) УЁ 
у==С;е 6 
У) Есла въ уравненти: ` 


94 
р. 2, ЯР, 9=0, 


въ хоторомь БР, п.Р, суть функции х”, положим: 


— Ура 
уе ‚ то уравнеше обращается въ слфдующее: 


ф. 
дя 2.0, 


р 1 ар 
чм. 


тдф Ра=Рр— 
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Если Ех обратится въ постоянную величину, то ивтегри- 
ровав1е возможно. Прамфри: ° 


й 


& 


Полагая у==2х 


› вывемъ ураввене: 


ва 


©, полагая у==2е ‚ ямВемь: 


зн 


= 


Полагая у-зе”", имфемъ: 
в’ (та-же (та-ьтбт-+ абе--ти)#=0- 


Полагая == —а, обращаемь это уравнене въ елдующее 


эх иг’ ==о, откуда: 
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Олпо частвое рЬмен{е этого уравнешя будетъ: 


на)". 


Нозагая у, у’— уу’, ==2, имвемъ: 
(иг --9(т--Тре=о, откуда: 


т— 
дут 


в=С(а’- 


р 
пн" оно и] 


Ут р -. Сы 


‚ преобразуемъ это уравнеше въ саёду- 


-- 


Полагая у== 


ющее: 
иг” нео 


сах 
1-5 
Если положимь; г=е ‚ ГВ № пока неиз- 


вфетиая функдя 2, то для опредфлешя % получимь урзе- 


ненге: 


зе, откуда 


и= (2-0) 


| "__ оооз(р-- Суде 


05(#-=С)--денит--С) 1091 соз(2-- О) авиа О 


=50, 


==0, | в08{2--С)-нт.(а-н0). { 


—а 605(1-+-С)--в.(а--0) 
ЕЯ 


| 
м 
з 
5 
| 


2 а у 
Г 4 
ся ВЪ аще в’-ыти ео, откуда: 


и = отъ подстановки =: обращает- 


2=0, 608 (та) --С,зби(аи) 


0,608 (та) Свт (тие) Асота --В) 
2. > = 


Х) Частнимь рёшешемь уравненя: 


„@ Я ии-но 


служать функшя Лежакдра я-ной степени, которую мы озна- 
чииъ чрезъ Х,. 
Обый интеграль иметь слбдующЁ вид: 


УИ. 66ъ особыхь ршеняхь уравпенй высшихь порядков и. 
вообще свойства особыхь решен. 


$ 104. Дифферевщальныя уравневя выстихь ‘порадковь 
могут имфть также особыя рфшея!я, какъ уравненя перза- 
го порядка. Пусть дано дифференцальное. уравнене и-го по- 
рядка: 


Пусть одияъ изъ первых» интеграловъ его: 


29 в 


тд® С произвольная поетояниая. 
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Дифференцируя уравнеше (2) въ предположени, что О 
веть нёкоторая фулкия лу :../”— 8 имфемъ: 


27 (6 6,0, в м8) 
20 (аа дует =, 


что можно написать такъ: 


(м Е 
а! ‚96 4с ‚ а 1-00 
| | аР@ 4 а 
{ № щ | 
а" 
„ Е 1-- #0 4 +. 
т ата’ |" 
| @ `)} 
а 
5 _ Е р ао а; | й 
т прет ат Заре 
д | 


Отвуда видимь, что если функця О’ такого свойства, что 


а аР а ай 

40 ас #0 а0 #0 &0 аб [8 
=“ аа, дер о, рр ‘даете {&) 
® бу 4’ ато 


то производная оть уравнешя (2) будеть имёть тоть’ же 
ВиДЪ каКЪ к ЕЪ случаЁ С постояниой, з потому и .резуль- 
тать исилючещя С'’между (2) и (3) будеть тоть же (1). 


— 224 — 


Но при С какъ функци 2у’,...”7 9 уравнене (2) бу- ^ 
деть уже особымв ‘рёшешемъ даннаго дифференщаленаго 
уравнев!я. Итакъ если С опредфлимъ такъ, чтобы уравне- 

. ны (4) удовлетворялись и внесемъ сго величину во (2), то 
получимь особое ршеще. 

Чтобы удовлетворить уравненемь (4) можно положить“ 


ЧЕ аР ар ЧЕ 
ео дуеоь др 562. дуть 
случа 0с0бое рфитев!е иметь по отношеши къ общему 
ннтегралу то свойство, которое геометрически выражается 
огябающею кризою относительно огибаемыхь. 

$ 105. Точно также особое реше можеть быть найде- 
но прямо изъ дафференщальнаго уравненя. ели налишемъ 
данное уравнене, какъ и прежде, въ такомъ вид: 


<>. Въ нервомъ 


Пе нение ®дуо [0 
его обний интеграль такъ: 
Ил "т Ю)ано; (8) 


непосредственно полузаемую отъ этого интеграла пропзвод- 
ную такы 


.. и Ш 
Фи ну Ч, бунно (3) 
и положим, что. изъ. поеяваняго уравнев!я получается: 


—# 
®"7'0) 


О ены, 


то, первый общ интеграль уравневя (1) можно предета- 
ВИТЬ ВЪ ТАКОМЪ вИДЪ: . 


„Козино 


постоянная С’ заключается въ {}. 
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Условный уравневя для особаго рзшена напишутеа такъ: 


4. 4 4 а 

а’ас ас о #4 @с 44040 _ й 
ао о М 
Чт Я . Яуе—ъ 


Этпаь уравлетямь можно удовлетворить вопервыхь, полагая 


мо можно удовлетзорить также, по- 


лагая: В 


8 [Я [ @ 
й { <, т ®,... т <>. 


$ 106. Въ томъ случа, когда особое рБшене получается 
изъ общаго интеграла, общий же интегралъ получено въ ра- 
скрытом, вид относительно 0, нначе— постоянная С вхо- 
дить вь общ интеграль въ первой степени, 10 уравнеше 
аР 
40 
веети кь несовывстимымъ результатамъ, тогда для нахожде- 
ня особыхь рётшен должно обратиться къ уравненяыь 


=0 не даетъ возможности опредьлнть Си можеть по- 


авг Г аЕ 
=“ аи = 


Тазая уравнеша мотуть привести къ результалу, если фуни- 
ця Е вообще не цфлая алгебраическая и нерацональная. 
Должно замфтить, что получаемый результать будеть пред- 
ставяять особое. рьшеве, если только онЪ ‚удовлетворяеть 
давпому дифференщальному уравнению, п что при этомъ не- 
доеталочно чтобы удовлетворялиеь нЪеволько изъ предыду- 
щихь условныхь уравнемй, & должны удовлетворяться во%. 

Если особое ршеше находится прамо но дифференщаль- 
ному ‘уравнепо, то, какъь уже было зам чено для дифферев- 
щальныхь уравкевнй перваго порядка, дефферевщальнтое ура- 
* . 15 
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знен!е относительно высшей производной должно быть по 
крайней мЪрЪ второй степени, иначе высшая производная 
должна имфть такое выражене, чтобы ее можно было раз- 
вматривать какъ рёшенше уравнения высшей степени. В» та- 
комь случаВ хотя урввнене будетъ дано въ раскрытомь видв 
относительно высшей производной, пахождене особаго рё- 
шен!я получается изъ уразнев: 


а ЧЁ ® 


в ду ©, р == 


>. 


Я 1) — А 


Конечно рфшеше, получаемое изв этихь уравненй, доллино 
удовлетворять данному диф ференшальному. Котда данное ди{- 
ференщальное уравнеше представлено въ раскрытомъ вид, 
то оно имфоть видь: 


ууу. 9); 


а ЧЕ #4 4 
Тажъ что 5 цу" можно замьвить чрезь =. ду "чаи 
ду ау | . . 
чрезъ т, пу я поэтому предыдущиы уравнон могутъ 


быть написаны такь: 


ди ду ие 
и >, т <, фи" 9 © 


или въ такомъ видь: 


@ Фу ИВ ду" 
ау о, 4% 6 пиву — 


$ 107. Относительно особыхь рёшевй дифференщельныхь 
уравнеюй высшихъ порядковъ Лагранжь доказаль слФдую- 
щее предложене: 

Первые интеграли даннаго дифференц1альнаго уравненя 
дають одно и то же 060бое рёшене. 
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Пусть: 


@ 
(= у Г .- ое 


данное дифференшальное уравнене, и пусчБ два разлячяыхь, 
первихь иптеграловв ого суть: 


= Я @* 
ах (о, оне с), в 


Ч 
—, д У 
УР, (., ры ь); (8) 


съ помощио ивтетрала (2) находимъ особое рьшене, иеклю- 


| ‚фе 
чая а взъ уравненй (2) и уравпенм: д —=0 ви 
аЕ _ 
ва — 

Сь помощю интеграла (3) находамъ особое рёшеше, вс- 

: о 5 

каючая $ изъ уравневя (3) и уравневя: й_ = ° ин 
а _ 
@& — 


Но исключая у“—\ ивъ уравневй (2) и (3), мы позучаемъ 
% м Ур у 
уравнене: 


[$ й"— д 
Во а) = ВИ, Ь) (8 
. 4 фах 


которое служить вторымъ интеграломъ уравненя (1), Диф- 
ференцируя уравнеще (4), получаемт: 


Рае, 
@ -й у 
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и исключая пзъ уравшев!й (4) и (5) сначала а, должны по- 
лучить резульгать тожествовный съ уравненемъ (2); исклю- 
зая нзь тьхь же уравнешй 6, должны имфль результать 10- 
змеетьенный съ уравнешемъ (3). Поэтому если положимъ, 
что въ уразнени (4) постоянная $ замфяена изь уравлешя 
(3} соотьВтствующимь ей зиаченемъ, го уравневе (4) дол- 
ино быть тожественно съ уравнешемь (2) и для вычислевя 


особато ршелля но уравненво (2), ипаче для нахожденя 
би" 
авиевя -^-—— 
УР: Е 


©, можеть служить уравнеше (3), въ ко- 


торомь 6 разсматризается казь функця а п у *, опред5- 


даяемая уравнешемъ (4) Дафференцаруя въ этомь смысл 
уравнене (3) получаем: 


2Е, 46 
#6 ‘Ча 


Откуда слфдуеть, что особое рышеше получаемое изъ ура- 
ау" г 


. ЧР, 
— и Получается чавще иоъ уравпеши 50 ли 
[а 


вненя 
ег 


да — 
Ей 


Такь какъ второй интеграль уравнешя (1} можео нади- 
вать тавъ: 


. 


изъ уравненйя - 


Е, у... 4", а)— Рив, уе ув, В, 


пли (2, уни У в, бо: 

то очевидно, что тоже особое р5шенге получается п изт вто- 
раго интеграла, дифференцируя его по какой нибудь изъ 
постоянныхь, входящихь въ него. Раснростравяя это замф- 
чан{е выводимт, что 060606 реше дифференщальнаго ура- 
внешя п-го порядка можеть быть выведено изъ иптеграла 
эго какого угодно порядка, а сл довательно также и въ 
° общато интеграла ®-го ‘порядка, 


$ 108. Пусть дано дифференщальное уравнеше 2-го по- 


радка; 
ау Фу 
ы (> РЕ = 


Пузль норвые потегралы его: 


«= и в.(* у, го ‚= . 


Второй или обиый интеграль дамнаго уравненн иолучае!- 


Чу .. 
ся, искшочая д’ 095 уравненй: Ао в Е,==0; поэтому 


этоРъ общ иптеграль можно представить совокупвостью 
этихь двухЕ уравнени, Изъ общаго интеграла полузаетси 
060б0е рЬшеше, дифферендируя его по @; елФдовательно 
овобое рАшеше выразится совокулностью уравнен!й: 


, ат 
в, у, у, до, РЕ у, У, В), ду ==0 


Особое же рВшеше перваго порядьа выразится совокун- 
ностыю уравненй: 


а 


Вт, у у, 0, 


Первая система очевидно предетавляеть интегразъ вто- 
рой снетемы. Итакь полный интеграль особаго уёшенйя пер- 
ваго порядка есть 060б0е рёшев!е вторато порядка для диф- 
ференщальныхь уравнеюй втораго порядка. Предоставяяемь 
читателю распространить это предложене на зравневи зыс- 
шихь порядковъ. 

$ 109. Пусть оба у, унии" не (1) 
есть особое рёшеше хифференщальнаго уравнеля п-го по- 
ряйка; 


Ка, у у’, Ч)нве (2) 


Уравнеше (1) кахъ дифференщальное уравнене п-— 1-го 
порядка имфетъ нитеграль и можеть имть особое рёшеше, 
которое получается исключая у `‘ изъ уравиев: 

9 
, п — 
(а, уче )—о И =. 
о 
Посабдия уравнешя ве мотуть служить къ опредблещю 
"} такъ чтобы ея значеше удовлетворяло уравнеше (2). Дя- 


К 

у . 

ствятельно, дифференцируя уравнене (1), имбемъ: 

4, ое 
ду’ -- дует 


92° 
; . ф 

но при существованй:е уравненя дев +50, коэффищенть 

у и” обращается въ нуль и опредфлене у% дЬлаетея не- 


возможным. 
$ 110. Позенимь предыдущую теорпо примфрами. 
1. Первый интеграль дифференцальнато уравненя зтора- 


го порядка: 
ук уу 


хожно получить таиъ: дафференцируя предыдущее урание- 


—0 


те, имфомз: 


, "(г аа (1+ 


Это уравненде разлагается на два; 


ри у’ ==0. 


9; —Ву" (1-й) 


а 


ОпредЁаяя изъ перваго уравценя 
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и ветавляя это выражене у” вь данное ‘уравпен!е, получимъ 
особое рфшеше: 


16 (1-1-=?)— 1ву’— Валу’ нае бан. 


Это рушезше относится къ особымь потому зо оно, бу- 
дучи порядкомт ниже ч$мъ данное уравпене и удовлетворяя 
ему, не содержитъ поестояняой. 

Другое уравнене по интегрироваши дает: 


„+ 


у 


Если внесемъ это звачеше у” въ данное уравноше, то 
получныь первый ивтеграл'в: 


Дифференцируя это уравнев:е по & пыЗемъ: 


р 2 у’ — п) За 


‚ откуда: 


а=7 ый 

2(1--2°) 

Внося это выражеше в въ уравнеше (@) получимь особое 
рВшене въ томъ же вялф, гакъ и прежде. 

По данному дифферендальному уравнению можно прямо 
цайти его особое рётнеше, дифферевцирул его ио высшей 
производной. Находимъ: 


Ея ия , 
у у’ у =. 

Опредбляя отеюда у” и вотавляя въ даннное, полузимь 
то же самое особое рётен!е. . 


Возьмем теперь уравмеше 
` 16(1-на”) — 16’ —Вау на“ 16’ 


(6) 
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Днифферендируя это уравнеше но 9’, получаези: 


За —Фуо, откуда: у’= 


Вставляя эту величину у’ въ уравнеше (6) получим: 
2-4) 
о 
Это уравнеше предетавляеть 060бое рьшеше втораго по- 


радка (060606 рёшене отъ особато ршешя); оно не будет 
рАщенему даннаго уравнены, въ чемъ легко убЪдиться, 


ат 
. „_ ууу’ чае 
ии 
Напишемъ это уравнене въ такомъ вид: 
Ву —Чах 


п возьмемь производную во у", полагая, у’и х функдяын 
у’, позучимъ: 


„ 4 
(у у, а) 


оа у ИИ даз-ну" у. 


“Гакь какъ для особыхь р®тнен! 


лучаемь: 


уу" Чалео 
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Это уравнене разлагается па два: 2=0 и у*—4ад==0; 
‚ первое не удовлетворчеть данному уравнению, но второе, удо- 
злетворяя данному уразненно, соетавляетвь его 060б0е р%- 
шене, 
8 111. Имфя рёшене дифферен1альнаго уравнемя весь- 
ма важно опредВлить принадлежить ли это рЬшене въ 060- 
бымъ или составляеть его частный интеграл? 


Возьмемь дифферентальное уравнене перваго порядка: 


УИ), 
пусть реше его: у==0, 


Въ дифферепияаяьномь уравнеми положимь: у=од-не; 
относительно новой персыфнной г получпыъ уравненте: 


Девин 


которое напишемь вф такомъ видё: 


Если узо есть овобое рёшене даннаго уравнены, то 
особныь рёшешемь новаго ураввевшя. по 2 должно быть 


2==0 Особое же рёшеше сего послдняго найдется, когда 
. . 
положимь —— —<> или иначе: 
4 


| 


% 
з-д Сет 
ав (да) ан. аа 


ыз | 


м $ . 
ели $ (е,=) и р ири 20 инфють значешя конечных, то 
[2 


очевидно, что при >11 или и==1 первая часть же можеть 
обратитьея въ безконечность; сл5дозательно, чтобы 2=0 
было оеобымь рёшешемъь необходимо р <_1 и притомъ 


& 
иен» ту должно быть конечнымь при 2==0, 
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Ба 
у (рае | 


РИ Ь 
имветь рёшенемь: у= (‹- = =-4а?. Полагаемы 


Прим ръ. Уравневге; 


4—5 
5+ 


1 
у= (— ры 4-2, 


получаемь уравнеше: = 


1 
дбеь рае; 


сяфдонательно предыдущее рёшевйе есть оеобое. Тоже урёз- 
нене имфеть рёшенемъ: у-а“ +4“. 
Полагаемь у=00’--4а*--г, получаемъ уравнене: 


‚Здвев реа) 


1 
и при 2=0 4$,0)=-. 
уни 4.6) х 
Поэтому предыдущее рёшеве припадлежить къ частным 
пнтегралемъ. 
Подосонь замфтиль, что преобразовале перемфиной въ 


в 
дифференщальномь уравненш 2’==2 (7,2) можеть повеети 
къ уничтожению особаго решена. 


Дъйствительно, полагая ‚ получаем: 


1 
—(—и)ф ем =) . 


Особое рёшене и==о, воотвфтотвующее 2: 


8 112. Покажемь связь существующую между особымь 
рёшешемъ хифференальнаго уравнены и его интегриру- 
ющимь множителемь. Докажень прежде слфдующую те- 
орему: 

Точное дифферевшальное уравнене не имфеть оеобаго 
рьшешя. . 


Пусть дано уразнеше: 
Е Е я р бо 


интеграль его: 9(2.у)==0. Шелябы существовало особое }р№- 
неню, то оно должно удовлетворять уравненямъ; 


@ == 4 =:со 
ТО Г иаиы 
но эти равенства очевидно противорфчать данному. 
Пусть дано уравнеше: 
Мар Мау, 


которому удовнетворяеть особое рщеше у=Ё п пусть | 
цитегрирующй множитель даншато, такъ что 


и(Иат-+- Мау)=90; 


откуда: иг 40. 
- 7 Ман Мау 
Особое рёшеше не можеть обращать въ нуль ФО, но 06- 
ращаеть въ нудь М@л-- Му, поэтому ображветь ‹ въ без- 
конечность. 
Интегрирующ множитель для уравнения: 


э--уу ууу 
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сл$дующй: у 


урну, 


Очевидно въ то же время, что особымь рфшешемь дан- 
паго уравнешя служить: ‘ужа’. 

Эт0 особое рёшеше обращаеть нитегрирующаго ынояи- 
теля въ безконечность. 

$8 113. Въ яЪкоторыхь частныхь случаяхь, знал 060б0е 
рЬшен!е дифференщальнаго уравиешя, мы можемь найти 
его интегрирующи множитель. Пусть дано дифферевщаль- 
пое уразнене перваго порядка; 


Мах М0 
ц пусть намъ извфстяо его 0с0бде рёшеше: 
фе). 
Допустим, что ктогрирующей множитель иметь. ВиДЪ 
‚= Ко. 
`` Се 


тдЪ К есть вообще функции х п у, А показатель положи- 
тельный. 


Ямфемъ: 
ат 
2 (оду 198 аа) в 


; 


4 1 | ^К а 
ау” бы 1” Фе 


и по $ 24 полузимы: 


‘ак ›КМ ®_ „ак М в 
я и “м 
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ам ам 
| 7 


} „ НИЯ; 


бк у бк аи ам м в АН а 
ау Г а“ 95) бу сое’ 


Вь частнихь случанхь изъ этого ураввещя можно полу- 
@090К  @9К, 


ЧИТЬ ОТДФЛЬНО И я 
д 4 › ду’ 


опредёливши же Ж, полу- 
чим о 


НапримВръ: дах уравнены: 
аду ууу ани 


овобымь рзшенемъ служить: у’—2*=0. 


Полагая же: А - ууу", Мао (ау)уа, 
ныфемь: 


в 42 
у 2у, = —3 


и по предыдущему уравненю: 


4109 К 09 


унии). @ с 3-- 


— 9—9 Ирины ; 


или: 
—9. ЧооЕ ри Е о 
у 4; 
— 09К 
ма 
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1 . . | 
Полагая ›—= и А функшею одного м, пфемь: 


406 1. 
1’ 


-_1 . 
откуда: А дп пекомый питогрирующи мволиитель 


1Х. Интегрпреване точныхь дифеерсшиальлыхь увавиенйй, нете. 
грировате лниеяныхь уравиени? поередетвомь мпожителя. 


$ 114. Въ 8 114 кннги 1-6 выведены усломя для того, 
чтобы фувкща $? (фим/ху”...005) была точною производною 
в показано—кажь опредфлить первый нитеграль, когда функ- 
(я о удовхетворяеть этимъ усломямт. Приведемъ здЪсь какь 
уеловя точной производнов, тасъ и епособъ нахожден!я пер- 
ваго интеграла. . 

Первое услое состоптъ въ томъ, чтобы производная выс- 
шаго порядка входила въ $ вь первой степени; делбе по- 
лата: ы 


фЕронриу ну" ру, 


находимъ: 
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4 бр 
Ра (= у) о", 


й [3 
В, = (2%) = ри. 


Изь этихь уравнешй можно пайти посл®довательно: у,» 
р, №. Увлоше интегрируемости выразитея уравне- 
вемъ Ейлера: 


ар. ФР, { 4"Р, 


„ 
М — ая ту ту =, 


. ао - 
я 3 Фиру-ерыу кри 3), 
“ О 


| 


ГдВ Ф==(%, 0, 0, 0....), В нь Рье» буть значешя этихь вели- 
чинъ, когда вместо у, у’... № ветавимъ въ них: 


Ч, Зо’, нии. 
Отоюда слвлуетт, зто если дано уравнене: 
че, у, У’, у" уу, 


первая часть котораго точная производная, то первый инте- 
траль этого уравнен1я‘ 


ны _ 
‚Др.ба-ь[риу-рыиу озеру" 9у-=0 
з 


Приыфры ф—уч-зау--2уу’ (а учу)у"==0, 


ии" 
х=(# =1--2у°-4ууу”, 
.Р= (=) —За-ыбуу ду ри-ь Ро 


В= (52) ау’ -=рь 
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Легко убЪдитьея, что усдоня алтегрирусмости выполнены. 
Далфе находимт: ‘ 


чину, р, 


фояеы=Зу", р 


Ну, © 


Г 
[@ибгу-ьдиу"-+ 21") ==0, или: 
“ 


значи нуу" =. 


$ 115. На этомъ же прнмбрВ покажемь другой спо60бъ 
Саррюса для интегрированя точныхь дифоерентальныхь 
уравнешй. 


Зная, что фах сеть точный дифференталь, положимт:, 
ФИ {уче ч-Зуу--(а учу" } 4%, или 
а0=(и--зау--2уу зе -Зузу’) бу. 
Озналая чрезь 0; интерраль втораго члена второй часта 


въ предположент, что зъ этомъ член неремённою служить 
ТОЛЬКО У’, т.-е. полагая: ‚ 


Пуеу-нуту", 


примемь для 0, это выражеше безъ предыдущаго ограпиче- 
ну п возьмемь лифференталт. оть ,, получим: 


‚ 29, 


оу Зууз-л-учуу" | в 
Вычачая это выражене 90, пзъ @0 получимъ: 
90—80 =(уу)ах 


мы замфчаемъ, что членъ съ высшей производной у" исчезъ 
и, что получилось зыражене относительно у’ первой стеле- 
ци, Это сеть прямое слёдотые того, что данное деффорсн- 
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щельпое уравяене представляеть точную производную. Ип- 
тегрируя предмдущее ураздев!е получаемь: 


И— И =еу, откуда 


Она. 
Иитеграль ке даннаго уравнения: 
ау’ -ту=С. 


Отсюда, мовою вывеети правило дяя интегрировавя точ- 
пыхъ дифференщаловь 40, содермащихь 2, у, у’,../. Дол- 
жпо нотегрировать члень, содержалий у” въ первой степе- 
пи, въ предположев, что перемвиною служиту только у" — 9, 
а 12 ея дифференщаль. Означая результать чрезь 0, и 
уетрапяя ограничене отвосительно перемвиной, должно пайти 
@0—80,. Это выражене будетъ точнымь дифферентщаломт» 
осля данный дифференщаль быль точвый.Выражене 40—90, 
содержить олько 2, у, у’,.-И- В и будучи зочнымь диф- 
ференшаломь можеть быть подвергнуто тому же процесеу 
питегрироратя, какт дифференщаль 90. Такамъ образомъ 07 
будеть выражено суммою послфдовательно опредфляемыхь 
виражеяи: 0,, 0, 0, ит. д. 

$ 116. Приложихь епособъ параграфа. 114 къ нахожденю 
нитегрирующаго множителя дифферениальныхь зннейныхь 
уравнений. 

Озпачая чрезь Ф(у) выражене: 


&) | 2-9 
И "фи 


въ которомь коэффищенты 44,, А, „_, 4 вутв функц 
одного 2, линейнос уравнеп!е напишемь такъ: 


Фи)— Т==0, 


тдё Т есть функщя одного а. Пусть ^-интегрируюний мно- 
16 
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житель предыдущего уравнена, и положимъ, что Х сеть 
также фуньшия одпого 2; мы увидимъ сейчаст, что для ли- 
цейныхь дифференщальныхь уравненй таков предположене 


возможно. 
Соглаено съ едфланнымт положешемь имфент: 
(Фу) ТР) роч-риу-нрыу" +... рии. 


Отеюда находимъ: 


0} 
0 . @у \_. 
Р, == дет) =^ (= +) =^4,, 
4 . 
в.= (в) 


Слфдовательно уравиоше для опредвлешя ^ слфдующее: 


м @од) @—Ю4 
Ри а ч _ "=" 


а А ны лулдьно. (9 


Это уразнеше получается прямо изъ услошя интегрируе- 
мости выражешя: ^(Ф(у)—Т). Такь какъь 4,, 4,,.. суть 
функщи одвого %, то и опредьлеше Х, какъ Функши одно- 
то 2, возмолтб. 

Замётимь, что уразвнеше для опредблешя Х ие имбель 
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поелфлняго члена. Развернемь уразнене (^) и означииь ко- 
— 


Е 


- "А, в + ФД 
Е А 2 
Ви [4 ( ) - ( у а 


— 2 Я-А, — НА, 
С в 
&— &-3 


Очевияно; В.==1, В, = -—А,, В.=А,-(п—1). 


эффищенть у чрезь В), получимъ 


Е 


1, (1-9) #4 
В 4—9 и в 


ФА, (и—9)и—3) @*А, 
Ви -3). @ -( ох а 


_ @-=х п—2)#—3). ФА, 


1.2.3 ыы 
Уравпеще для опредвлевя 2: 
Я" тЫ 7 0. й 
де Арри КВериет ке Ва, ВХ (3) 


$ 117. Изь уравненй (1) паходимъ: 


- й 
рр АА,— а, в, =, 
. 4 . #2. 
РЕАА 4 ПЬРАА,— Е @) 


Откуда видимъ, это всё эти функшы суть фупеця одного 
х п оть замёны у 9’. на ву, ву’... не измфнаются, 
фупкще же о,==-А7Т; поэтому: 
16° 
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. в 1 
= > и А р-н. енот), изн 
о 


= —/ Тару, у-н-ырыий 9. 


Тажь каиъ уравневе (3} иметь # частныь Битотий то 
Х иметь и вназешй, которыя назовемь чрезь А, ^, 
соотвфтетвенно этнит зназешямъ р, будеть имёть част 
ныхь значений: р,(%, р,°,...р, 0; точно также р, пмфеть я 
эпачение: р. р.©,....40., и т. д. Сабдовалельно для |офе 
будемъ пыфть ® оначешй, приразнивая эти значешя посто- 
явнымь: С, С.,...О,, получимъ # первыхь иитограловъ дал- 


С 
наго уравновя въ такожь вид: 


и" 9. 


уно беру" + д-р сыр. Таз, 


НЫ р 0 а-ь Так, 


рун укр" кри оО, =, Ул, 


Означая дла сокращен Он [^. 74 през Ё; п исключая 
паъ предылущихь уравненй производпыя у’, у”,-/"—*, по- 
лучиагь обрий ннтеграль въ вид опродфлителя: 


ру 
РУ, РВ 


о Риби. ри" 


Ву — Вы, 9. 


Это уравнеше можяо замнить слёдующимь: 


И ри | 


т р-н ры 


в) @ 2) . (п 
т р, ры я 2.9. 
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$ 118. Въ оббыхь чавлихь этого уравневй выфсто р®, 
поставим ^д чрезь это члены поелфдынхь столбщевь об5- 
ихь частей урзвиетя замфнятея слфдующями: Х, „Ау. Лу, 

Язь уравпевй (4), пользуяеь извфетною теоремою теор 
опредблителей, видит, что зенкая Д-ная строчка опредфли- 
теля первой части можеть быть зам нена сллующей: 


до бы ЧН Фа, 
ве "аа аи 18 


опредфлитель же получаеть множителя (—1)”—*. 
По тВыъ 25 уравневтямь лаходимъ, что предыдущая строч - 
ка можеть быть замфнена слёдующей: 


в бе у, ФА, 4, 


Фр» . 
Ча? а? "о фа о? Ч’ 4’ ® 


опредфлитель же получаеть множителя (1) 
Продолжия подобную замену, находииъ, что -ная строч- 
ка замфияетея слёдующею: 


опредфлитель же получаеть множителя 


(и) 


. ай 
Пелп для сокращеня будемъ изображать Е чрезъ 2,6, 


ль 
то опредфлитель первой части или множитель при у бу- 
дежь пыфть видь: 

О), 


Л, 


А 
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На основавш 1Ълъ же соображений пахолныъ, что опредаи- 
тель второй части будеть выть задт: 


#02) 
5 
(—. 


Отеюда получаемт изчеграля въ такомь вид\: 


а 


х,@— „и 


$ 119. Означныь знамепатеня этого выражеши чрезь В, 
т.е. положим: 


ы-ЬА К" 9), „,, 


Произворную о1ъ В по Х,”_? озвачныь зрезъ 0), 
ноложимъ: 


Имфему: 


Ве Ор, р, ил, 
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Отсюда: 
| 9 р, реше, а, ВВ 
ео 
Но и я. 


и10%х0му что первая часть предетавляеть <умму опредВлите- 
лев, у которыхъ по два столбца будуть равны; и зак: 


Ор, 


Возьмеь уравнешя опредфляюцуя А,,^,.... 
2 А-В „Вино, 


2.9 А 9 Вин В, но, 


АИТ Вт. ЕВА. 


тб 


`Номвожая первое уравнеше ва П,, второе на О, ит. д. 
и складывая получимъ: 


4В 


Е —4,В=0, 


Гл, ат. 
откуда: Ве 


Отеюда елёдуеть, что 


ла , 
уже и 
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$ 120. Свойство опредфльтеля, соезазленеию из» част- 

выхь рёшенй ^,,\,„. п ихь пронзводныхь до #--1 поряд- 

ка включительно, состоящее зъ томт, что этоть опредфан- 
[4,4 

лель равинетея с веть общее для частцыхь ртешй ли- 


нейнаго уравнешя безь послёдняго члена, пры чем 4,, кое{- 
фищеить и— 1-й производной оть А долженъ быть зам. 
непь соотвфтетвепишагь коеффищентомь. Такъ, озвачая опре- 
дВлителя, составленнаго изъ заетныхь рёшенй уравиеня 
Ф(у)-=о п производныхь оть этохь рашевШ до —1 по- 
ряда включительно, чрезъ Й,, тее, полагая: 


х и 
у, ра 


„Ут ЛЬ 


должно замфинть—, па 4) п мы полуиь: 


ба 
м, 


это уравнеме уже было доуазано въ $ 89. 

$ 121. Вогда требустея нотегрировать уравнение дбезь по- 
сафдпяго члена Ф(у=о, то А А,„.К, обращаются въ по- 
стояниыя 0,,С,„.С, и частпыя рЬшени уравтетя Ф(у)=о 
суть: 


Унву 


— [ла — [на 
„= > . 


в 


— [ла 


Ф,е ‚0 


Частяое же рфтеве уравлешя Ф(у)==7 будеть: 


ея р, [А Уав--т ше, Раа. 


Озлачая какое-либо изь частпыхь рфшешй уразневня 
Ф(у}=0 чрезь у» имвемъ: 


[ас 
очвуда: Оу, и мы получинъ слёдующы замфчатель- 
ныя соотношев!я: 
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[44 


Вон" "ебу 


[44 
а такь какы Аж’ ‚то 


ХА уда. (1) 


УАЕИуьтьА, (2) 


Изь уравненй (1) п (3) легко получить еще: 


Ви А, 


А-Я, 


$ 122, Вернемся къ урявнеийю (^), опредвяяющему ивте- 
трирующаго множителя Х. Дза храткости будемъ обозначать 
А; чрезъ в, , 


ЧА, : &:В : 
С +0 ЕК $ 
чрез, #,°,В, чрез о, т” зрезъ 0,5. 
д “№ В; ЧР и ЗР * 


Уравнен:е (2) $3 116 напишетея тат: 


н.э (1) 
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Въ этомъ уравненю коеффощевы, при и, |... ОвН8- 

зимь поедфдовательно чрезь: а. , а,‘ о. 1; тогда: 
Аше (Г) 

Изь разсматривая выражен В, 5.,В.... можно вылесии 
сяфдующий споеобъ пахожщеня 9,., по 9): 

Чтобы пайти ,}, должно взать производную %,„, первый 
члень этой производной разд®лиль на 1, второй на 2, тре- 
т па З ит. д. вею сумму умножить па #—& н придаль 
се кБ а.о ии. Дожажемт, что есан это правило сира- 
всдливо для фуныуй © дб», то оно будеть справедливо в 
для фузкци 9 до из. 


вк, 


По сказпиному правилу: 


Ра ба 
а. ® а 
=— = — 
Съ другой стороны имфемъ: 
ЕЁ (+4) |, 
РруиУа а Вена 


Коеффищенть при и®,,,_; въ первомъ выражен о 
| Е: Аа 
равняется: 


д 
ое, 
$ 
Согласно 5 аредполеженем»ь, что правило справедливо 
р . р 
дла П. 


в (и—--1) 6—0 
и а 


(и), „7 


4—2 


а (" 


а 


Откуда: 


и коефрфищелть пры р ‚_; в первомь выражен 9, раз- 
няется 


(ив --в-- 1)... (и--й--Е-) вн: 
о МИ 9 
лк Эт . 
ау [8 


Очевидно этоть коеффищевть равепь а/* 0, ито повазы- 
ваеть, что правизо справедливо м лая +1. 


$ 123. Наошиемь слёдуюцщуя уравление (2) 
й й мы м 
ана ИИ, иооыннии 28, у ча и, 


& и, я а, я #- в, 


аж, #5 


= 


Отсюда в, по функшамь © орредфлитея таюы 
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аа, ®— в. би 


. я а р 
=", а. ® и, а, а®, 


< (Сь помощио извзетныхь эначенй коеффищентове @ этому 
выражению даемь другой видз: 


, в---2 п? 
Ш, 1 а 1 3 Е 


о , 1 
= (1 |...... еее ния 
о, о , о 
ий о , |: „0 . 1 


Но можно опредфлить и, иначе. Умпожвя первое уравне- 
не изъ уравненй (5) па д второе ва а, третье ид 
а... предпосяёднее ва а® _., ПослВдиее па ам по- 
лучимъ в5 сумы слёдующи кееффященть при #8, _; 


аа --а, Ва, кама, и-..-на ба, 0 
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си% "(" й ус $ "( 1)@ ви) 
ры ИП 
(Е) 


И 


й 


или опуская общий знахъ: 


(Рен) 
са -чек 


а 910, выражен е равняется, гакъ извфетно, нулю, кромё 
влучая 2—0. 


Поэтому: 


пана, О, и -а, пу й, 


Ё 


т.е. функ и, выражается точно также по функщамъ 9... 
какъ 9, по 44,...; а отеюда выводиыв слФлующее замфчатель- 
ное слёдетв! 
Если будемъ искать иитегрирующаго множителя м дая 
уравненя Ф,(^)=0, то интегрирующй множитель будеть р%- 
шешемъ уравнешя Ф(у)=0. Тавъ что эти два уравнен!я им - 
0тх взаамныя свойства; ующенйя одною уравненшя служатз 
атезрирующими множлипелями друнио. 


$ 124. Положимъ какъ а прежде 


Хау, 9,3, =в.. 


— [445 
Уже извфотно что В, =е ‚ в ноложимъ: 
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Пий, ВВ, 


д П,= р: 


По предыдущему заключаомь, что частныя ршешя урал- 
нешя Ф‚А=о суть: 


пли вообще: 


до 4.П, 


[мы 
Пе. 
й в"! 


Такимь образом» получасмъ виражоше патегрирующаго 
множителя по коэффищелту Д, доннаго уравнешя ни по рЪ- 
щшенямт данлаяго уравиетшя; это выражете можеть служить 
и5 опредфленио пнтегрирующаго мпожителя, когда извфетиы 
ръшевя дапнаго ураваетия. 

Такь для уравненшя втораго порядка: 


„РВ, 


ее 


находимъ, означал чрезь 
цешя: 


, , я В, 
ЕС ии СО 
д : 
[раз . Ге 
у„,@ ‚уе 


Означая частныя р®шел т 


у 
ее 
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чрезъ уу, 0, паходпыь для уравнел: 


и Фи р ау 
бр КИ ая” р, 2; 


=Ру=Р 


инь”) 


а 


48, р , ав, ия й ур д” 
ай = уу Я” У, У, ду 9 У. 
<, (2% до 
ы(у- у", Мауи, )6 : 


|” ак 


уе 


Изь предыдущей теорш легко ‘выводятся еще слёдуюния 
равенства, которыя предиатаются безь доказательства, такъ 
кажь ихъ выводь весьма просту: 


ХА" 1 


ХАН — А. 


Задвсь суммы берутся по # отъ $1 до Аи. 


Х. Питегрировае полныхь дифесренщальвихь уравненй съ в1- 
сколькини перенфлнвиин. 


$ 125. Общи видь полнаго дифферсяальнаго уравнена 
перваго порядка съ # перемфнными олёдующий: 


Хак ХХ бе 


0. 
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ели первая чаеть есть точный лаффоренщаль, 10 долж- 


("—1) 


я р 
вы удоваетворяться ——— условй: 


@Х, ах, 
Я.) Е, /” 
Чтобы получить всё эти услошя, должно припиеывать 
фи Ё значения: 1,2,3.... 2. 


Вогда эти условя выполнены, го иптеграль первой части 
О получается по одному изъ споеобовъ, увазалныхь в® хиа- 
г 1. $$ 102—115, ин пнтеграмь уравпен будет: 


= 


ь 


тА% С—поетолиная произвольная величина. 
Примфры: 1 (унз)-н(е-не)ву-- (ну) 
Основываясь ва $ 105 книен 1, пыфемъ: 


ту-ниа-нах =. 


-— ба; 2 2 
2. Ре (1 Ё у 2+ 


‚Эдвеь: ( Я 
(%) .& ) х 
бтеюда: [в ]==тТНЫ 
у Е у 8 


р 
потому $==у— у. 8; вафдовательно: 
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бр а. > 
$ откуда: | пу ]==0, и витеграль уравненя: 


3.2 242" -- 442“) ф-— (я енг бу 


к" 


= (вечезаич- ео 
у 


т Печр-агчячьку, 2); 


у и о 
(и)=> 4 -(#)- ура А 


4 ЕН 
р Му” 


- ох Ониму-на ину Ми +9; 


у 


(= $,=2'. Интеграль уравпеня слёдующий: 


дтунатисну чи 2950. 


$ 126. Раземотримь въ общемь зидВ уравнеше перваго 
порядка съ тремя перемзнвыми, 


Хаг-+-Удул-йае=юо, (1} 


Х, У, 2 вуть фувющи т, у, 2. Положимь, что первал часть 
ы : НЯ 
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уравненя не точный дифференщаль, но что данное уравие- 
пе иметь интеграль: 


Ех, у, а)=0. (2) 


Допуская существоване интеграла, мы допускаемь, что 
сущеетвуеть нфкоторая фувкцы 2 перемЁнныхь незавнси- 
МыхЬ хи у, которая удовлегворяеть данному дифференц- 
альному уравненио. Дифференцаруя уравнен{е (2), имжемъ: 


ие 
ау ь 


Это уравнев!е должно быть тожественно съ данпымь; сл$- 
довательно можеть отличаться оть чего только какамъ ни- 
буть множителемь ^. Поэтому 

а аЕ 


а УХ. ЛУ= 
^Х & ХУ—= ЕТ 


Отеюда слФдуетъ, что если ке точное дифференциальное 
уравпев!е (1} имфетъ иптеграль, то должеинь существовать 
такой пнтегрирующй множитель ^, который обращаеть пы- 
ражене Хал-- УЧу---Й 4: вь точный дифферевталь. Пайдемъ 
усломя существовашя интегрирующаго мвожителя; оти ус; 
мя будуть усломями существовавя ивтеграла въ форм% 
уравнемя, выражающаго зависнмость между перемфиными 
я, У, 2; сл6довательно опредфляющаго 2 какъ функцио пе- 
ремфеныхь хи у, между собою пезависыыых». 


Полагая: 


—Ха--. Уду-- ПЧ), иметь 


(2-22-29) 


Раскрывая эти уравненя получимъ: 
, @, ах\_ = у@^ ‚ ЧА 
`\4& 4 бр Па 
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х 42 _ ЧУ „„@Х 8% 
Чу = и — 4: 


ах Чу 
а та @ 


Номпожая перзое уравневне на Я, второе на Х, третье 
ла Ун складывая, получныь: 


„Гар &У` ах ал „(ау ах 
х (, в) У (1 №) 8 (+ > (4). 


Это уравнене должно удовлетворяться само собою, для 
того, чтобы существоваль питегрирующ множитель, & слЁ- 
довательно и для того, чтобы данное дифференщальное уло- 
влетворялось величиною 2 какъ фуякщею перемённыхь не- 
зависнмыхь 2 и у. . 


$ 127. Условпое уравнеше (4} можеть быть выведено не- 
завнеимо отъ допущеня инхегрирующаго множителя, прямо 
изъ предоложетя о существовант 2 хакъ фунюци пере- 
м6нипихь пезалиеимыхь т и 9. 


ели такля фунещя 2 существуеть, то имфемъ уравнеше: 


Чери -+ Чу, тлф р = (&), 9= 4). 
Полетаеляя 4ё въ данное уразнеше, дасмъ ему видъ: 
(Х гой ие (Уччй) фу. 

Но велфдетые независимости хи у должвы имть: 

Х--рй-=о, Ул-ай=о. 


У 


х 
Отсюда: = — 29=—я. 
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Такь вамь частная производныя 2 и 9 должим удовлетво- 
рять условио: 


@ 
2 


то, залил в% этомъ уеловит ри 9 ихъ значенями, и пред- 
полагал что Х, У, @ суть функц и в зависящей оть хи у, 


пыфемъ: 
@х ах. ай а7 
2 (= 42 ')- х(;, - т в) 


я . п з)-—: ай 42 
> (г- у (1. - 2.2}. 


Раскрывая это уравяеше и ветавляя выфето р в 4 ихъ 
зназевя, полузаемъ уравнеше (4). Откуда непосредетвепно 
видим, что это ‘уеловзе выражаеть существоваше функцит 2 
двухъ перемвнимхъ независимыхт ти у, удовлетворяющей 
данному дифференц!азьному уравневгю. 

$ 128. Еогда уразнен!е (4) уховлетворяется, 10 ннтегри- 
роване приводится въ интегрировевю урявненя еъ двумя 
перемфнными. ДЪВствительно, допустивъ что уравнеше (1) 
имфеть витеграль въ форм уравнения (2) н дифференцируя 
уравневе (2) въ предположеши, что 2 постоянная величина, 
мы должны получить такой зе результалт, какой получается, 
полагая въ урзаневе (1} 42—50, т.е. должны получать ура- 
внев)с: 


Хат-+- Уйу-=о. 


Означая чрезъ у пнтегрирующаго множителя этого урав- 


пеня при условш, что # постоянная величина и полагая что 


[ска УЧЕТ, 0, 
мы можемъ паписать интеграль уравнения (1) въ таком» вид: 


Ра, у), 
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гдВ 2, есть функщя одного 2. Чтобы найти эту фулкцю, 
зазгрезиь, что’ 


& таюь карт: 


т Че-=- т Чуь(Хар- Ув фи Иаа, 


то и получим 


ал а 
Е 8—8. 


По условю вторая часть этого уравнешя должна быт» 
фузкщею одпого 2, если мы иеключимъ изъ этой второй ча- 
сти съ помощью уравненя Р-=7, одну изъ перемфнныхъ х 
или у; другвыи словамв—пропзводная оть второй части, взя- 
тая по $, вь предположеши, что у всть фунещя хоп 2, 
должза обращаться въ вуль. 


Ч (— 2). [2 (= ы 2) Е 


и ие ==0, или: 


Итакъ: 


ФЕ са ай ГФЕ _ 48 _ св Х 
ааа да Фу ШИ ау 


ау _ах\ _ у фл 
(5-ы)- 
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Велфдетые этнхъ ураввенй получныъ уравнене (4). Са\- 
козательно котда уравневе (4) удовлетворено, изъ уравцелй: 
ф7, ве 
ЕР" 


мы получим и интеграхь уравнен\я (1). 


—2й можно опредфлить фувкцио @,; зная же 2, 


Ирныры: 1. убе-зау-, =. 


Условно (4) удовлетворяется. Уравкене: убу—ау-о пн- 
1 


емъ интегрирующимь множителемь 
аЕ 


8 р 
ввевя —==И; — ==20, ий — 
у 


; нытеграла, этого ура- 


ы |= 
= 


@ 


7. =1002, сяфдовательно питеграль даннаго уравненЁя: 
# —@ 
у 9920. 
2. (уе) фуье — пурдечо. 
Уравнев в: (у?-нуг)-н(ле--г)Фу==о иметь интегрирую- 


щимъ множителемъ: 


1 


у--е--а 
‚ в интегралом: 


од У р 
9-8 


де у а 427, 


‚ р. ке 
Отоюда: 42 (+22) а и —0 и Я 


0; 
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слЪдоволеляно искомый пнтеграль: 


(а--2у 
9-2 


=0. 


3. @е(иу— 65) + Чу(сг- ва -- ие су). 


ЭдЪеь: и ы вв 
Асы: р (иу— 02) (с —ия) и у с2— а 
аи а(65— си р 96—65) 


На ету) "И евр 355 
Исжомый интегралъ: 


а 
са—их 


$ 129. Богдь дифференщальное уразвен!е съ тремя пере- 
мфнвыми однородное и удовлетворяеть уеловно (4), то инте- 
трирован{!е его можно производить нначе. Пусть уравневе: 


Ха Уцу+-74г=0 
однородное; полагая: уззна, 2=0%, 


Хи, 0, Уаирии 9), 2 


иы подучимь: 


0 Ф.Фи--ф 9 
о ии, +" 


Тахъ какъ первая часть точный дифференщаль, то и вто- 
рая чаеть точный днфферевщаль функщя (в, $), если толь- 
ко, какъ было предиоложено, данное уравнеше удовлегворя- 
еть усховцо (4). Поэтому интеграль предыдущего уравнешя 
можно написать так: 


иг 
оу 0 (1, 2-е 
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Можеть случиться, что ф,-5#ф,-=0ф, обращастея тожест- 
венно въ пуль, тогда и дифференщальное уравнене прияи- 
маеть видь уравнешя съ двумя перемфиными: 


9, Фин =0. 


Интеграль въ такомъ случаВ будеть: 


о (2. 2)=0 
2 . 


ан (вн хану (а’-кау-ну?) 42-0 
получим: 


Примфръ: (узнуя- 
Полагая: узЕиа, 2==%, 


(б-ка 
-- 
< {шо-но-нии-ноч-1) 


Второй членъ первой части есть точный дифференщаль; 
поэтому пайдя: 


Го=о 


беремъ отеюда производную по ф и приравпивая эту произ- 
водную выраженио: 


-о-- аи од (42-5 =) ов 
)(и-н-нй = 9 \ико-т . 


--и+1 
(оно (ик-1)' 


находиыъ: $'2=0; откуда интегралт предыдущасо уравненя: 


8 130. Обратимея къ тому случаю, когда ‚уравнение: 


> 


х(48 _ ау) у[чх_ а цу ах 
РО" У) ДА С" ЕР 
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ие удовхетворяеея; множитель Х невозможенъ, а слфдователь- 
но иевозможень и илтеграль въ форы%: 


Же, у, =; 


иначе—нВть такой функши 2 двухь перемнныхь независи- 
мыхъ между с060ю 5 и у, которая удовлетворяла бы данному 
дифференцальному уравнению, сл$довательно дапное диффе- 
ревллальное уравнене не можеть выражаль вь этомь елу- 
чаф свойство какой-нибудь поверхности. Но отеюда не слф- 
дустъ заключать, что данное уравнене ве иметь пикакого 
теометрическаго выраженя. Не выражал свойства поверх- 
восжи, это уравнен1е можеть принадлежать в которымъ ж0ч- 
хамь какой-лебо опредфленной поверхность, напримръ точ- 
камъ перзефчены двухь поверхностей, изъ которыхъ одна 
можеть быть произвольна. Другая изъ этихь двухь поверх- 
ностей опредбавтся взъ того усломя, чтобы коордиваты ея 
тозекъ, общихь съ пропзвольною поверхноетью, удовлетво- 
рлли данному уразленио, Произвольвая поверхиость мо- 
жеть быть выражена въ этомъ елучаВ уравнешемь: . 


Е у, 


гАВ 2, [т (Хан УЧ), а 2, произвольная функция 2-та; 
другая поверхность будетъ ть уравненемъ: 


47, аЕ р. 
а №“ 

Из» предыдущего апализа очевадно, что выраженя © ну 
по 2, опредфляемыя этими двумя уравневями, удовлетворя- 
ють данному уравненно. Итакь въ этомь елуча иптеграль 
даннаго дифференщальнаго уравиешя выражаете системою 
двухь уравнений, 

$ 131. Нусхь требуетоя найти поверхность, которая была 
бы вь одно и 10 ше время поверхноетью вращешя около 
сен 2 и коническою поверхностью, и сверхъ того проходила 
бы чрезъ данную точку (л, \, 20). 
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Если чрезъ р и 4 означимь частныя производныя 0о7ъ 2 
по ти у, 10 уразнене всякой поверхности вращеня имё- 
еть видъ; 


ру—@а=0 


Уравнеше конической поверхности, проходащей черезъ 
точку (м, И», 6); 


2 )--у-№). 


"Гакь какт этв урависвя должны но условно задачи при- 
надаежать одпой поверхности, то пзъ нихъ можно опредф- 
лить ри вставить ахъ значения въ общее уравнев!е: 


Ч==раз--аву. . 


Чрезь это получимь дифференщальное уравнене искомой 
поверхности въ такомъ внд»: 


Это уравнене удовлетворяеть условно интегрируемости 
только въ тОЗЬ езучат, когда 2==0 и у—0, 

Вообще же интеграль его выражается системою двухъ 
уравнея!й. 


Забсв: иямие-и нуу), 
Е (в, = : (ину). 
Иекомая система сдфдующая: 


ав) нуу) 
8- 


—, 


дуг, =9'а 


Система этихь двухъ уравюенй выражаеть ве тВ кри- 
выя, котория лежать и ва поверхности вращеня, и на по- 
верхности конической, проходащей чрезь точку (2 У #.). 
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Вь елучаф же х)=0, у==0, давное уравнен!е имфеть пн- 
теграль: . 


Это уравнеше принадлежить прямому вонусу, вершина 
котораго лежить на осн 2-въ на разстояне 2, отъ вачала 
хоордипать. Сверхь того очевидно, что дифференщальное 
уравневе удовлетворяется конечнымъ уразненемь: #—2==0; 
которое принадлежать плоскости параллельной плосяости 2, 
но эго рьшеше пе содержить постозиной произвольной и 
составляеть частное рВшеве даннаго уравненя въ елучав 
2==0, У›==0; дЪйетвительно, опо получается изъ интеграла: 
в—==Оу ну", полагая О=0. Мо еели 2, и у, не равны 
нушо, то оно составляеть особое рашен!е, потому что изъ 
предыдущей системы пельзя получать уравнеше: 2— д, ==0, 
задаванеь копечнымъ зпазешемь фунюши 02. 

$ 133. Цогда лифференальное уравиеше: 


Хар-+ Уду+- И@2=0 


не удовлетворяет условю интегрируемости для нахожденя 
системы конечныхь уравнен!й, удовлетворяющих этому урав- 
неню мождо употреблять еще слфяующе способы: 

1-5 енособъ. Тахь вакь у и '; цельзя ечаталь въ этомъ 
случа пезависимыми между собою, то положим: 


ЖЕ=09, уфа 


тд да и фах функщи перемфиваго параметра х совершенно 
проязвольны. Опредёляя изъ этахъ положешй 05 и @у, об- 
ращаемъ дамяое дифферендтальное уравнеше въ слдующее: 


242-+-Афа-=о, 


5 Ри А суть фувешы г и а. Пусть интеграль посл 
няго ураввев: . 
Р(е, «, С) 
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системою трехъ уравнений: 


ара, ука Ка 0) 


опрезфляются значенн 2, у, 2 по параметру я, удовлегво- 
ращя при веякой величин параметра © данному дефферен- 
щальному уравнению. Если же исключимь © изъ этнхъ грехь 
уравнен, т0 получим» епстему двухь уравнешй, предетав- 
ляющую конечное соотпошеше между перемфаными м, 9, &, 
удовлетворяющее тому же дифферопщальному уравиению. 

3-ой способъ, Допуетимь между 2, у и 2 проазвольную 
зависимость, выражаемую уравнещемъ: $(а, у, 2)=0. Опре- 
дфзяя отсюда у и @у, дасмъ данпому уравневю слёдующй 
виз: 


Рие-- Ха 0, 


8 их суть фупициг я п 2. Пусть пнтеграль предыду- 
щаго ураввенш: Е(т, 2, С)==о. Тогда светема конечлыхь 
уравневШ, удовлетворяющихь данному дафферениальному 
уравнев!о, сяфдующая: 


$(%. у, 2—0, И, 2 С)=о. 


ПримЪръ: Дано дифференщальное уравнене 


за 
пони 1 — п 


найти сибтему конечныхь уравненй, удовлетвориюощихь это- 
му уравненцо. 

Пусть произвольное соотношене между 2, у, 2 будеть 
сл} дующее: 
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Чрезь эго данное дифференитальтое уравневе приаима- 
ет, вилъ 


зат-куаун-ва=0 


Ивтеграяь его: 
ау" =0 


Искомая система: 


1, уче. 


$ 133. Момно распространить предндущи# анализь п на 
тоть случай, когда имфемт уравнеше 1-го порядка съ тремя 
перемфяныыи 2-й степени. Возьмеме уравненю: 


Лал- Вазау + Сау"-- ЕЧуа--Е4уйг- багу, 


въ которомь 4, В, С, Е, Е, @ суть функщи в, у, 2. Раз- 
сматривая 2 кавь функцио перемЪннихь независимыхь ые- 
жду с0б0ю х и у, пыфемъ: 


фа=рёе--аау, 
тдё р= 4) (4). в в. е 
де = (3:) (ле) Петавляя это виравеше @2 въ 
данное уравяеше, получиыт: 
(@р?-- Ер-- д) (26 ра-- Ер--Еу-- Ву у 
(в Рр- бу 


5; 
йо танжь какь 4% и @у предполагаются между с0бото незави- 
симыма, то пеобходимо- 
@р*-- Ер-А=0, 
69-24 -+-О-50,. 
2ара-- Ер--Ец-+ Бо. 
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Первое ‘и второе уравнешя служать къ опредвлентю ри 0; 
третье по ветавеВ значенй ри 9 дастт услов1е между кое{- 
фиащентами 4, В, С, Е, Е, 4 необходвмое для того, чтобы 
можно было равсматривать © н у незавиеимими между со- 
бот. Полагая: 


Е ЗАВ, 
—406=К+ 
=-П В 


ваходимо: р= —5а`* = 


Вставляя эти велачитих р п 9 въ условное уравнеше, при- 
ходимъ къ одному изк слфлующихь уравлей, смотря по 
тозгу: будуть ли зваки у Я и К одинакови--вли различиям: 


Эти два уелошя, из коториху, достаточно, чтобы было удо- 
влетворено одно, заключмотся оба въ сяБдующемт: 


(Е—зАбР—40@)-ЕР- В. 


Поеджциее услове выражаеть, какъ извфетно, то свойство 
первой чаети даннаго уравнешя, что она можеть разлахаться 
на два линейныхь множителя. -Предыдуиий зоализъь лодле- 
жать исключено въ елучав, котда @==0: зызеденное уело- 
ве въ этомь случав обращается въ зожеетво, я риф 1о- 
лучаютъ значеня зевозможныя; поэтому этоть елучай должно 
резсмотрёть отдфльно. Котлы С=0, мы имфемь: 


въ то же время: Ф2==р@т--а4у по положенио. 


—и — 
Отетода: 
(АноБ--(В--рЕ-+оБ)аеау-- (Са Рау. 


Велфдетве независимости 2 и у: 


= р-р 


& ках услове этой независимости: 


ВЕЕ-АЕ’— С; 


сли посл дное услове выполнено, то 49" Вахду--Сау* 
дзлится на Ей--РЧу н мы получаем: 


я С 
аг=— р: Ч -— и? ау, 


$ 134. Положамъ, что въ томъ случаф, когда (+ ве равно 
нулю, условте независимости # и у между вобою выполнена, 
для питегрируемости даппаго уравиеюя должно уловлетво- 
рятьез еще лругое уелове, вел дет е того, что 


Развиме этого услошя по опредфленнымт значениям» ри 4 
не даетъ замфчалельныхь результатовъ; поэтому изелфдова- 
не объ интегрируемости ханваго уравнешя мы предетавныь 
въ нномъ вид: 


Допуская, что уелове 
(Е*—440){ *—400)-=ВЕ—2Ва)* 


' 
удовлетворяется, данному дифференщальному уравнению мо- 
жеть дать слёдуюций видъ: 


(Маз Мау Раг)(’аз--№у--Раг 
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Зь этомъ вид\ оно разлаглется па два: 
Мах-- Мауч-Раз=о, 
М'ау-Мау--Р'аг=о. 


Достаточно найти питеграль одного изь этих» уравненй. 
Но если вайдемъ оба въ такомъ впд%: 


Доу --О Це, 


то общ п полный витеграль предыдущато уразяешя лыфеть 
Вид: 


(/— 6) био, 


Здесь С, п С. можио езитать равными и папасать ивте- 
граль такъ: 


в.-(и 


1) 40—50. 
Когда же имТемъ интеграль только одпого уравневя 
. ель), 


а другое уравневе удовлетворяется системою: 


р, 


та полпий интеграль ве можеть быть выражевъ одЕнмъ 
уравнешемь, & пыражается тремя. прехылущимя и притомъ 
такъ, что уравнеше 


Дл, =) С, 


предетавляеть одно рьшене, а систена— другое рёшеще. 
Если же нельзя найти ни одного янтегралу предыдущихь 
уравяетй, то одно рёшеме выражается системою: 


ПеддеВ,, ый, 
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а другое рёшеше системою: 


Я А 


Ведь ред, ВР. 


Въ томъ случай, погда въ делномь уравнение С==0 кро- 
м условы: ВЕЕ—АР*-_СЕ’—о ‘должно существовать для 
возтожности выражен 2 какъ функщи хи у независимихъ 
можду собою слфдующее услове: 


А д С 
“(2) (2) о) «а 
Я @ @% 8 Е 


р 


Когда и это послёднее уеломе удовлетворено, то инте- 
траль даннаго уравненя выражается однимь уравнешемъ; 
когда же оно не удовлетворяетея, то ннтеграль давнаго ураз- 
пеня выражается снетемою дзухъ уравненй. 

$ 1385. Обратимся къ тому случаю, когда разложене дан- 
наго уразнешя ва линейные множители не возможно, ©л8- 
довалельно невозможно существовае функщи 2 двухь пе- 
ремфаныхь независимыхь, опредВляемой уравнешемт, Удов- 
детворить данпому уравневю въ этомь едучав можно, до- 
пуская произвольную завиенмость между 2 и у, т1.-е. пола- 
Тай И-Таурфо, ГАВ функщи 9 и Ф произвольны. При 
этомь положена данное уравнене принамаеть видъ; 


Вае--ба42--Т де ==0, 


гдз В, бнТ функши & н 2. Полный интеграль послёдия- 
го уралнея получнтея въ такомъ видф: 


Во, Су ть), 


гдВ И яр будуть опредфлеввыя функщи а, 2 и постоян- 
ной С. Итакь въ этомъ случа ивтеграль выражаетея дву- 
мя системами уравнен: 

18 


у, 


абы робу. 


"Бел уеловамея, что при ‚› То отсюда, 
принимая дня фе и фх опредлениыя выражон/я, можно опре- 
дЪлить въ той и другой спстемвВ ностояпную о. 

1 прамёръ: @й--бу —@2°=0 . 

Усломе разлагаемости на ливебиме мвожнтели ие випоя- 
няется; поэтому полагаем: 


уе, получим: 


(ау) ай но. 


Полный интеграль этого уравнения: 


(еее = оз биосе" ая) ы--с г 0. 


Прибавляя сюда уравнешя: х==рхдуеря, системою этихъ 
уравнений! выражаемь интеграль даннаго уравненшя. 


Дадамь фа и фо частныя значения; пусть: 
дауне И. 


гяЁ ДП даивая постоянная величина и пусть при т==о или 
#=0, у, Я. Имфемъ: 
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Полагая о=0, подучимь О= —Н, Изавь полный инте- 
траль можно выразить так: 


Первая и вторая системы принадлежать кривымъ ли мъ, 
имфющимь свойство, выражаемое даннымь дифферонщаль- 
нымь урависшемь. Это свойетво геометричееки можно вы- 
разить такъ: касательная во воЪхъ точкахъ кривой состаз- 
ллеть съ осью 2-въ одипъ в тоть ше уголь раваый 45“. 
Вельдетые того, что произвольнымь фупкщямь фи и фе мы 
дали частния значешя, мы опредваили только т» кривия, 
которымл лежать на поверхности круговаго циландра, ось ко- 
тораго совпадаеть ©ъ обьЮ 2-лЪ. 

3 примёръ: 


‚Ада’-- Вазау--Оау". 


Заъсь Е-о, Е", @ 1, №`—4А, Е*-=40. 


Пусть это услоше выполнено и нанашемь уравнев!е въ 
такомъ видВ: 1 


(лаз Вау) «Аа. 
. 1 
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Это уравнене разлагается на слФдующия два: 
2 Айз-- Вду--9ае/ Ао 
ЗА@х--Вау-—2 42 А=о. 


Чтобы первое уравпеше ныфло одинъ интеграль пеоб- 
ходимо: 


(= = в "ба 4.4. ад 
— 0 
Ч @2 


Чтобы второе уравнеше имфло одинь ннтеграль пеобхо- 


„ димо: 
ав ад а. 
2А (= уд =) —В (; д" 


аль вв 
ы (2 4 —) 

Ми ве будемъ останавливаться на чомь, какъ найти ив- 
тегралы, если предыдуция условйя выполнены, равно какъ и 
иа томъ, кань найти удовлетворяющуя сыетемы, когда усло- 
я не выполняются. 

$ 136; При нахождеши интеграла отъ дифференщальнаго 
уравненя ®-го порадка съ тремя перемёыными, изъ 070. 
рыхъ одна 2 считается фуккщею двухъ другихь хи у меж- 
ду собою цезавиенмыхт, веевма зажно отредфлить число по- 
стоянныхь произвольныхь, входащихь въ конечное уравие- 
не, опредвллющее зависимость 2 отъ ши у. - 

Пусть дано дифференщвльное уравнене` #-го порядка, 
опредёляющее полный дифференщаль @*г какь функцию 4,5 
и дифференщаловь @%,Фу, фе, 432...” *#; даннымъ дифферен- 
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цальвымь уравненемь опредёляются всЪ чаетныя ороиз- 
ведныя оть 2 порядка и; дифференцироваме можеть слу- 
шить къ опредфленно частпыхь производимхь высших по- 
рядковь. Еели положиме, что при & и уу, перемви- 
ная ., То иля опредфлешя 2 съ помощио безконечнаго 


ряда: 
вонь). (В) 
ии 29 (быв). зы) (=) == 


мы должны зпать при 2—4 у=у, значешя производвыхъ 
зефхъ васшихъ порядковь оть я— 1-го до 1-^0 включитель- 
н0; слЪдонательно для опредьлеюя 2 по даниому дифферен- 
альному уравнение мы должны зналь при == и уу: зна 
чеше 2, дв частныхь опроизводвыхь 1-го порядел, три 
частныхь производныхь 2-го порздка,.. наконець % зает- 
выхъ производныхв я— 1-0 порадка; всего ИНН вваи- 
чинъ. Полный интеграхь должевь пыфть то свойство, что- 
и--т) 

15 Величивамьнонно было прилиеы вать иройз- 
вольныя значен!я, не полагая между ными особыхь соотно- 
щен. Очевнано такое услове выпомняетел, когда въ инте- 
традь входать столько же произвольныхь постоапанхъ. 
Итакъ въ полномь интеграл дибферентальнаго уравнешя 


я(п--1) 
я-то порядка должно завиочаться ——^ постоявныхь ве- 


бы ЭгниБ 


Янчняъ. Для #=2 число поетоянныхь должно быть три. 
Конечкему соотношению между 25 и у, удовлетворяюще- 
му данному дофференщаавьному уравневио‘и содержащему 
постоянныя произвольных величины, 50 ВЪ чисел» мельтемь 
указаннато, мы оставляемъ пазваве общаго ивтеграла въ 
отдич!е отъ такого р%8ёшешя, въ которомь произвольнымъ 
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постоаннымь даны частных значешы и хоторое назовем» част- 
ныыъ рЬшенемь; казване ке долнаю обинио интеграла 
принишемь только такому питегралу, въ которомь чнело 


2 
произвольныхь постояБныхь равняется 


$ 137. Покажемь теперь хакь интегрируются диффереп- 
3 р ру р 
зчальных уравнешя 2-го порядка еъ тромл перемнными. 
Возьмемь слёдующее ураанен!е: 


42-5442? Ваз Оавфу-- Вол Рому Су 


==0, 
ТАБ, В, С, Е, Г, С суть вообще фупейи з, 9, 2. 


Полагая дая кралкости: 


имфемт, если 2 есть функщя перемфицыхь пезавиеммнхь 
хи у 


Ча=ре-наау, ата 2зафу-- у”. 


Подставляя эти величины въ данное уравиеше и удовдет- 
воряя тому условно, что х и у перемфнвыя исзавиенмюя, 
получаень чри уравненя: 


7-4 Вр-- Е-=о, 
#49 04-+ 9—0, 
23-52 Ара--Ва--Ср-- Ро. 


Первых два уравнешя опредфлають ри 4, при чемь по 
интегриро ванйо этихъ двухь уравнешй получаем: - 


В(а, у, =, Ву, 
Ь(т, у, = 
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ть | и Г, суть фукц извфетныя, полузчаемыя велёд- 
стые интегрирован, а у и фу суть произвольвыя функции, 
фупкди Фу— произвольная функшя одного ужа, а фл про- 
извольная функщя одного ©, Эти произвольпыя фунищи при- 
бавяяются велфдетве того, что уразнеше опредвяяющее р 
содержит только частпую производную по 2, а уравнение 
опродфлающее 4 содержать только частную пропзводвую 
по у. 

Опредёливши рн 4 изъ предыдущахь уравкени, должно 
удовлетворить во первыхъ условно: ` 


4 
@ 


Вы 


& во вторыхь уравненю: 
25-52 Ауд 4-Ва--бр-- Гео. 


Изъ этихъ двухъ условй, если только возможно удовле- 
творить имъ совВстпо, опредёляются произвольныя функц 
Фу н фи. Опредфзеве 2 зависить оть интегрированы урав- 
нев 

дё=рах-нау. 


Злфсь вторая часть точный дафферевшаль, такъ какъ 
ус208е внтегрируемостп ел уже выполняетея величинами 
рн а—Выцолнене двух» условй пря опредвлени ра 9 
не всегда возможно; въ пфкоторыхь елучаяхв оно совофмъ 
вевозыожно ‘и тогда внтегрироваке достигается только до- 
пущенТенъ произвольной зависимости между 2, у, 2; велёд- 
етн{е чего интеграль выражается вообще систелою двухъ 
уравнекй. Въ другнхь случаяхь хотя выполиене двухъ усло- 
ви возможно, но оно ведеть кь ограничеяю числа по- 
стояввыхь въ общемь интегралЪ; тогда. возможенъ общий ин- 
тегражь, но незозможень полный обийй. 
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$ 138. СлБдующе прныфры служатъ къ полененно выше- 
еказаннаго. : 


1, ну) е-ь Зудуае--ийхаг-=0 
Уравнешя опредляюния рн 4: 
эби-ну") -2рео, 
Ка-ну")--24у=о, 
8(в*-у)-нручназао. 


Изв первыхь двухъ уравневй получаемъ: 


м № 
2—= аа--у 9 я у” 
. ., @ __ @4 
Ведфдетые уравнения: а имфемъ 


Фен") —убу ут --у*)Зафа. (1) 


Опредфляя з по уравнению р = - } 


3 и вотавляя ту ве- 
ен 


личину въ уравнен!е: 
8(--у') + руч-ауяо 
получаем: 


Фу. --у')=уфу-яфа (2) 


$5 


ОпредВляя $ по уравнению у == и вставляя рътоже 


ну 


условное уравнея!е, получземь: 
фен = -убучнион. (3) 
Откуда: д’ фа 
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Но такъ какь су. Тупющя одпоги у-ка, а ф— функдая одно- 
го ®, то предыдущее равенетво возможно только когда 
ф'у= — ФМ, гдВ М поетоявная величина, сл$довательно: 
фу=Му-- № фо -—Му-- №, тд М в № постоанныя, по 
чгобы уравнове (1) удовлетворялось, пеобходимо №=0 и 
М№М==. 


отеюда: 


Итакт р = 


уе’? 


у@х—чау 
аА-ну" › и 


© 
р 9=М куни 


"(5 


= Мат Я +К. 
у 


4=мМ 


Это конечное соотношене между 2, 2, у, уховлетворая 
данному дуфферендуальному уравиепно, пе представляеть пол- 
нато общато интеграла, такъ какъ число постоянныхь мене 
трехъ. Вели положимъ, что при 2= и у==у, должно быть 
2=9, 0=2р, 4-4, то велачины №, и 4, не мотуть быть 
даны произвольно, а должны удовлетворять условйо 


рот, Чи — 0. 


Интеграяъь же можно написать въ такомь видф: 


У, (2—2) 
ви --уу р-н") 


2, (ну) оба-нуау) Фе (оду — убиа2—заиае--уву). 
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Уравнензя служанИя къ интегрированио этого уравненя 
суть: 


(ееуаи=ер(у“— 


} 
(аку 2*), 


(ину? учел" — 2а7)-_брху, 
(уч иа--авунра" 94) бу. 


ПоелЪдыя два уразневя до вотавьб г в $ изъ первыхь 
двухь дають: 


Эд (аичну у 24") ричи), 
Зву (ен) вру” у") даа"), 
Исключая $ получимы 
у-ае. 
Всаёдетые этого уравнешя, ‘для опредЪлешя $ паходимз: 
8(°-у')= —З4== —Зру. 


Обращаясь теперь къ нервымь двумь уравневамъ, пахо- 
хянЪ: 


бр 4 Зах 


ра ну’ 


#8 _ву ву 
Чу у" 
29 ух 
Отсюда: р== ве = 


гдф фу фувкщя одного у, фу фупкдйя одного &. 
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Велбдетне уравненя: 
Ву—ёйх 


легко видфуЬ, что фузшфуы М поетояипой величину. 


Нтаюь: ре 


Эти величипы р и 4 удовлетворяють и уравневио 
в(-ну)-= —-Вру== — 34%. 


Такъ кавъ въ выразкеня ри входить только одна по- 
стоялная, то очезидио и здесь полный обвый интеграль не- 
возможент. Изъ уравноя 


получаем интеграль съ двумя постоянными: 
М 


М. 


3, Ф2—@л, гдЪ 2 фупюшя перемфвныхь $ и у. 
Получныь уравнения: 


тер", 84", 8==Ч. 


Откуда: р= я— 4= = у 


4% 
= 
Въ епау уравнев: =. 
Фу 1 


щи фФ 
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Откуда фулл. 


, 1 
а, то = — 1 а 
ь 


Поэтому если похожних фа 


постовняая велачияа; отсюда: 


—6-— ус 
фу=ф-—ах, Фу=е га 


фи с также постоянных. Изь равенезва: 
= 
ИС 


получимъ между этими постоянными соотношеще: 


$ = ис. 
т —_ а = : 67 . 
Итакъ: р ау р1 лв отсюда: 
вах у 
фа 
ат-ну—6 


а=10де-—Чоат--у—5), вд8 с третья постолниаи, 


ни: ажччуняоч-се—". 


Итак въ этомъ нрямврж полный общ ивтеграль в08- 
моженз. ' 


= 22 9 2 
4. === (2. тан (3 925 ашау-- 
#2) ут аз) 


# 


МВ 
Отеюда: жет, 


Первымъ двумъ уравнешамь удовлетворяють сл дуюния 
два выратеная р п 4: 


Ел ю. 
не 


тдё Фу функщя одного у, уе—фунитя одного 2. 


Удовлетворяя равенств}: 


ваходамъ: хф’у==УТ т. 


у фз ; 
Откуда: Зи У? ==2а, тд а постоянная произвольная; 
У, у р й | 


фу=ау"--0, фузнах"4-с 
тдВ фи с также произвольных постоянння. 


‚__ (азс 


у") 
ЗИ - 


Итавъ: у== 


Опредьляя отсюда $ и приравшивая найденное выражеше 
тому, которое получено прамо изъ уравнен!я, получимъ пря- 
мо интеграль дифференцальнаго уравненя въ такомь вид»: 


2 валун". 


5. Фа. 
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Отеюда получаем: 
нуя доты: 


==0, #=0, 9 


Перлия два уравне- 


9—9, 9 
гдё фу—фунющя одного у, уе— одного 2. 
Опред$ляя $ нызенъ: 


зу 

Этамъ уравнешямъ очевидно нельзя удовлетзорить; по- 
этому и пнтеграль давнаго уравнев!я певозможень въ фор- 
м зависимость # отъ перемниыхь нозависимыхь между 
с0б0ю ян 9. 

Поэтому допуетамь между т я у произвольную зависи- 
мость, положим: у-=ах, тд а можно разематривать какъ 
проязвольпый параметръ. ВелВкстве предыдущаго . похоже- 
в|я данное уравневе принимаете видъ: 


Общий пнтегралу его: 


С оттУя, 
Интеграль же выражается систомою двухъ уравненй 
ужат, ге” тА-0, 077, 


6. аа-нал аи + у-о, 


Отеюда получаемъ: ги--р°-Т==0, 28--р4== 
Изъ перваго и посяфдняго лаходимъ: 


а --1 


тдВ фу произвольная функщя одного у, 17-произвольная 
функция одного 2. Опредвляя 5, имфемъ: 


2. ую Пух Чу в 
= > 8 
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Отсюда: ф’у=у ‚ тд а постоянная, 


Находя отеюда Фу и 92 и удовлетворня уравпевио 


25--р4= 


5+ 
получимъ а==0 н р= — ^, (== › ГА 5 ис произвольныя 
Е 


постоянных. По этимъ велизонамь р и 9 находим: 
ае-н(в— Бух (у— сдбу-ео. 


Полный общ интеграль получается въ таком вид: 


аа 6- (ус 


тАБ Д тротья лостозаная произвольная величина, 


ХТ. @ совокупиыхь доффоренциьныхь уравненяхь. 


$ 139. Дифференщальное уразневе какого-вибудь поряд- 
ха пли ечетема нфсколььвхь дифферевтальныхь уравневй 
можеть быть замвнена системою совокувныхь дифферен- 
цтальныхь уравненй перваго порядка, вводя вовыя перен$н- 
цыя и увеличивая число уравнен!. Дфйствательно, есле т 
озпазае1в перемфнную независпиую; у—одну изъ ея функ- 
3, т _порядокь высшей изъ производныхь отъ у, входя- 
щихь въ данное дифференцальное уравнеше или въ данпую 
систему дифференщальныхь уравненй, то полагая: 


Я - " ау „ д"—ъ 
т ЕС 


и присоединяя эти ж—-1] ураввевй къ данному уравнению, 


. д" 
"и 
#х 


"у, 


подезавивши въ немъ нездё у’, у’, ..-. У 3м$- 


@у Ту а” 
фи?" 


у Чу 
дот» Получим снетему совокулныхь 


сто 
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уравненй перваго порядка. Точно также если ® веть поря- 
докъ выешей производной отъ 2, то присоединяемь къ си- 
стемё слфлующёя уравненя: 


ат 


": 


дан побтавиих 


ф 
я 


& въ ураввемямь системи выбсно 2 


Очевидно, что продолжая дЪлать тф же обозначеня отно- 
сительно хругихь функц, мы получамь систему уразнешй 
перваго порядка. 

$ 140. Ноловимь, что мы лолучиыъ систему изъ и ураз- 
ненй, въ воторыя  входять: перемфнная незавнонмая х, ® 
другихь перем анахь у, 2,....в,%, и производных перваго 
у 42 4% ® + 
драг" 2: ЗдЪеь могуть быть два случая: 1-1) 

я ураввеву могуть служать къ опредВленно 2 производвыхт, 
которыя чрезь это выразятся какъ функши а, /; ен, 

2-й) чрезъ сочетан1е между собою изкоторыхъ изъ дайнихь 

уравнен можно получить $ уравненй, въ которыя не входять 

производныя, а только дапныя перемфаныя: х, у, 2... % $. 
Въ посаЁднемь случа эти & уравненй послужать къ опре- 
дЪленню $ нензвЪстныхь по остельнымь я —# пензвфетнымь 
и въ опредленНо произзодныхь этихь $ пензветныхь. Вно- 
ся эти величины въ остальныя #—7 уравненйЙ, мы полу- 
чимъ уравнета, относящёяся къ 1-му случаю. Сл довалель- 
Но ВО всякомъ ©лучзф обякновенныя дифферевщальныя урвз- 
я могуть быть приведены къ х дафференщальнымь урав- 
. ненамъ перваго порядка съ #--1 перемиными, изъ кого- 
рыхь можно опредёлить значеня произлодных перваго по- 
радка отъ и пеизвВетныхь, & потому вообще дифференцаль- 
выя уравненя могуть быть приведены къ систем} совокуп- 
выхъ уравиенй, имфющей слёдующИ виде: 


порядках 
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& 


ОИ 9 ль 9), 


@2 
ЧЕ фунт, ), 


ф 
@ыхь 


4, 2). 


$ 141. Если вторыя засти предыдущихь уравнев суть 
непрерывныя функц: перем®нныхь, когда послФдея изы%- 
няютея въ нзкоторыхь опредёлениыхь предфлахь, и еели 
5, у. 1,7, суть нзкоторыя произвольныя зналеня этихъ 
перемВнныхь 2 т5хъ же предфлахь, то существуеть сиетема 


функд8 Е, Е... И. перемфнной х и величин 2, Узне. > 
%, при чем у... 4, ©, СУТЬ значешя у... и, Ф при *., 


которыя имВютф то свойство, что уравнешя (1) удовлетво- 
ряются слЪдующими выраженями: 


РР, пн цы 9), 


Для доказательства этого предложен! я обратимея къ урав- 
ненямь (1) (2) (3) (4) (5) 8 7. Уравнешя (3) и (5) мосуть 
быть распространены на какое угодно число перемфинихъ. 
ДЪйствительно, если возьмемь функцию /(т, у, 2...) то раз- 
сматривая ее каиь функцио перемфнныхь х ву, имфемк по 
уравненцо (3). 

19 
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а-я 


р р (а, Ук 2 


2 п 


, ` 9 ‚в пб 
ить [ик УФ -НРЕ ›8, ..)6 904, 
оо 


тд ги” суть предфлы модулей разностей 2-2, у—9. 
Даффережцируя я” равт, по 2 и полагая 2==2,, инфеме: 


вании” 
Тб, Уз бани 


хуе 
Зет и 9 лериоЧ 
т . и —я8-- 
"А жь-нте -нте ..) е 040"; 
те") дей ; 
ево 
но по (2) формул имфемъ: 
. в - 
[2 те уь-нт"е | 
2 > 
= 
й в В: ре но, 
ти | ИАЬ-ЫИе Зуочы”е вч-и"е в 40", 
гд% 7” есть предфлъ модуля разности #—2,. 
Поэтому полузнмх, полагая 
[о 9% 6" 
зы =. щие =, а +“е = 
ани" 
На в) == 
ду (р 9 25) 
21 2 9и 


и вен" 
верни] |] К, ну виннне) ана”. 
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Понитно какъ распространить эту формулу па большее чи- 
сло перем ных». . 

Нривымая 7, /', 5”... за посзояиные выспие предфль молу- 
лей разностей в—м, уу, гв». н озвачая чрезь М ^ 
наибольлиее звачее модуля фунещия 


6% 9% в’ 


, 
мы получимъ точио таюже какт въ указанномь $ 


яичная” | 
Ма р ” (9, У 2) т 


ву [ 


и если чрезъ 9(%, у, 2...) овначимь функдуо: 


то ве№ чаетпыя производных оть этой функщи при 2=%., 
=, г==:,... будуфь иметь значены конечныя. Дйстви- 
тельно: 
п-ыич-я” 
об 


ата” 


(. ==)" 
т 


и пря э=,, 3 


ЗИ =) ОИ 
г 


„. получим: 


У» 2 


па’ 
(2, 4, =. 


рт 


ааа". 


а" 


тт 


р 
о 


$ 142. Возъмемъь тенерь систему созокупныхь дифферен- 
щальныхт, уравнешй: 


19* 


0) 


Пусть М, М... суть изибольшИя зналеня модулей функции, 
}... въ продблахь когда модули разностей язмняются отф 0 
До х, 2. 2'..., а аргументы этохь разностей изыВняются отъ 
6 до 9=. 


Положимь: 


346, У,2.,..) == 


( > *) (1 х ") (1 *)... 


н раземотримь совокупных уравнешя елвдующаго вида: 


9 —=М (5, 7,7, 


аз М. (У. 


Докажеме, что можно найти фупкюцщиг У, 7,,.... удовлетво- 
рающ]я этимъ уравнещаиь съ тВыъ услошемъ, чтобы они 
обращенись въ У, 2... при 2-=р,. Положим У—у,=М5, 
й—в=М,5,... и опредёлимт функцию 6 таку, чтобы она 
- обращалась въ нуль при =х, и чтобы она удовлетворяла 
уравненно: 


= $ (@, %-- М5, о-- М,5,. 


Очевидно, что тогда уравненйя (2) сдВлаются тождественны- 
ми. Послёднее уравнеше можно написать въ тавомъ вийЪ: 


( : "" ( м, =) 49 1 
1 — р] ..: ==0, или такт: 


йе Е 


Ивтегрируя получимь: 


ее 


фупюми 9, какъ вндямъ, есть корень уразценя ® степеви 
{п чнело перемфнаыхь пезавиенмыхь) и будеть функцию не- 
прерывяою, вели корни предыдущаго уравнешя пераввые. 
Но этого можно достигнуть, давая модулю разпости 2-1, 
приличное значенте, & вменно если в означаетъ напмень- 
шее изъ значен модуля разности %-—2, при которомъ 
корни предыдущаго уравнешя дфлаются равными, то стоить 
только брать модуль 2—2, менфе о. Изь корней предыду- 
щаго уравнения для 8 мы должны взать 107$, который при 
: обращается въ нуль. Велфдстве доказаяной непрерыв- 
ности фувкщн 8 ояа должна разлагатьея по цфлымъ восхо- 
дящимъ стецевямт 7—2, въ рядь сходищиеа, и если озна- 
чиыь чрезъ 4 напбольний модуль ея въ опредвленныхь изыя 
предфлахь, то въ л%хь же предёлахь: 


Доказавши существован1е функщи 5, мы доказали и су- 
цкествовате функщй У, 1,..., а такъ какъ модули фувкий 
К оу е,...), Вау а...) и ихь производныхь при &==% 
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=, 2==2.... мепфе соотезтствующихь фупкщй №0(5,7,2,..-.), 
М, 5(х, У, 7... и ихь производныхь, 10 еели сразниму 
систему уравнешй (1) съ снетемою уравненй (2), то полу- 
чины, модули выражен: 


(2) @2 
(“ о/р 


соозвфтетвенно менфе звалевй производныхь: 


У ай (т (=) 
4% Ч / (= У, 
поэтому: 


ау (&—.) 2-т, 
мод [ г ет“ «м )' , 


2! 


ИФ (ев Ша 
хо. [(=)- р = м4. (. о +.) 


и отсюда слФдуеть, что безконечные ряды: 


вуть рады сходапуеся пока мод. (#—#,)<р. 


Эти рады опредфляють функщи у, 2»... которыя удовле- 
творяють систем совокупныхь уравневй (1), табь канъ 


щен! ау 42 г [С 
выраженя (т, „(= . [7 , 


изъ этой системы, ° 
.$ 143, Доназавъ возможноеть выразить у, 2... ВЪ ВИД 
безконечныхь сходящихея рядовь расположенныхь по сте- 


опредфлены 
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пенямт 2—* мы тфыъ взыныиь доказали возможность ©у- 


ществовани такихъ функ Ё, №... _,, чтобы: 


у=ЕР, о дон), 


2-Е в» ди, (Е) 


Система уравнений (Е) соетавляеть онстему общихь икте- 
граловь ур. (Ё} пли ннтегральную систему снетемы {. Зна- 
зене х, взато провзвольно; У, 2... еуть постоявныя произ- 
вольных величины. 


ели мы найдем систему я уравненй между перемфн- 


ным: 2, 1, 2,... 0 Фи п постоянными С; 0, ....0О, такого 
ВДВ: 

Фа, у; а щь, 9, С, 0, О, 

Фу ънни в 6 6... Ч), (Ф) 


есла изъ этихъ и уравнешй можно опредёлить у, 2, .... 4, © 
такъ, чтобы они удовлетворяли уравнешямь (№) и есла при- 
чомь для постоаиныхь С, С,...С, можно найти тавя зна- 
чел, ‘чтобы опредЪленныя изв (Ф) величины у, 2... при 
4—4, обращались в5 у, %,... 0; те виетема (Ф) тожест- 
венва съ системою (1). 
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Свстем (ЁР) можно дать и такой виды 


СЕ, у, вены 9) 


в 


и) $ 


С, у, 


Вь этомь ввАВ предыдущее услове зыполнено, потому 
что изь этихь уравнемй С,, 0.... опредфлаютея прямо: 


СЕ 4 нет в) вт, д. 


Каждое изъ уравневй { содержитъ только одну постоян- 
ную и каждое изъ этихь уравненй яазываетея интеграхомт 
данной спетемы совокупныхь уравнешй. ° 

$ 144. Интегрироваше совокупныхь уравиев перваго 
порядка мы начнемь съ частныхь примфров». 

ПростЪаний случай представляется, когда каждое изъ дал- 
ныхь уравнен интегрируется отдёльно. 


Примфрь 1. Мич-тауч-иф—о, зду-нуау-аЯ2=0 
Интегрируа каждое изъ этихь ураененй, получим: 


и--тучьие=0, д--у-ниО", 

эти два уравненя соетавляють полное рфшене данной си- 

стемы, другими словами — составаяють начальную систему. 
Другой случай возможнаго и проетаго интегрироваяя по- 

лучаетел, когда изъ данныхь уравненй можно составить 

так, которыя бы прямо интегрировались. 


4 9% 4 2% 
я Е 1, а-ну-н 1 


Прямфрь 2, 


Первое уралнеше интегрирустся прамо и даехк: 


С , 
ра 4-й, тдф С постоянное. интеграла. 
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Изь обоихь данныхь уравнешй можно составить еще сл$- 
дующее; 


2-9) 

2 = 
Е У 

интеграль котораго: 21+ у=0,е', гдф О, поетоанное. 


Отсюда получныь интегральную систему въ такомъ видз: 
+ С 


ик 


Риты 


$ 
у. С —=. 


$ 145. Два совокупныхь уравнсвя еъ двумя зависящими 
перемнными и одною незавиеюмою перваго порлдка могуть 
бить даны въ таком, вид: 


Раз Обу-- Ва, 
Р’ал--’у- Вен, (1) 


гдз Р, Р’, ©, ©',... суть функщи перем иныхь 9, у, 2; но 
ихъ можио привести въ виду уравнешй (7). Ршаа этн урав- 
нены отноевтельно фу в @2, получаемъ: 


ВР—РЕ’ Ро’—ОР’ 
б ВО, й%, @е= ов О’ 


@у= @ (2) 


а аа ' 
па: о Ибо, 9, 2, У, 9, 9 (9) 


Дифференцируя первое изъ уравневй (3), причемь пола- 
таемь уи 2 функшями х, ныВемъ: 


4% _ 9$ @аф 4у @&0 42 
фи р а вв 


— 298 — 


Подетазляя изъ посафднато изъ уравнеюй (3) значеше 
42 


Яр’ * 135 перваго изу (3) опредблая 2 и подставляя въ 
тоже уравиеве, получиыъ уравнене второго порядка отно- 
сительно фушкщы и только съ двумя перемВннымя хи у. 


Пусть интеграль этого уравнения: 
у=-Иа, ©, ©’); 
для опредВленя 2 кавъ функц! $ достаточно взать отеюда, 
произродвую по х в приравнять ее (т, у, 2). Тажь что ив- 


тегральная система выразится двумя уравленяыа: 


уже, в, ©’), 


Фе, 9. 2) 


Данной системв дифферевщальныхь уравневй можно дать 
также сяВдующи видъ: 


& и в 
98'’—В9— ВР-ЬЛ’“ РО, 
4% _ ау 42. 
изи: ину == 


Предыдушия же рфшев я этой системы можно написать 
такъ: 


2 (2/2) 


$ 146. Возьмемъ снетему изь ® дифферентальныхь урав- 
нев 1-го порядка съ и+1 перемфнныхи, между которими 
х перемённая пезависящая, а дл... 2, ея фувкщи. Обвий 
зедъ такихь уравненй: 


Раг-+-Р, 4 + Ри 


Изь п такихь уравнеай можемъ опредфлить 4%. ,@,„.. 2%, 
в.дать систем слфлующую симметрическую форму; 


Ч, 


<, @) 
й 


Хх 


@, _Х, Пт, 
® хх 


Дуфференцируя первое уравнене *-—1 разъ и подставляя 


.. ат, ах, : 
веяюй разь выфето —*,-—.,.. ихъ значеня, мы получимъ 
{р ’ @ 
(2 
р изь кото- 


=„, нолучинъ урав- 


Это обыкновенное дифферсицщуальное уравнене я-го п0- 
рядка съ двумя перемзинымя имфеть » первыхь иятегра- 
ловъ: 


Чх, 4 ГЫ 
(ел рае да 


в (=, Е 


44) 
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Но такъ какъ производныя виражены по 2,, 2..5) то 
ветавлия нхъ выражены въ предыдуния уравневя полузаень 
слфдующую сиетему ® уравнений, 


Фен. }=0,, 


Фа да, , 


(5) 


фа... 


Эта система и составляеть интегральную еистему. 


8 147. Отеюда можио вывести ззычательное слёдетве. 
Возьмемъ полные дифференщалы оослданхъ уравневй: 


дав. а а 
7 ела "а, Яру и 4. 7, =20- 


Тавъ какъ ВЪ эти уравнения не входять постоавныя 
0,,0,„„.С„»„ то эти ураввешя тожественны съ уравневями: 


а бе, (2 
хх Хх, 


й] 


слфловательно вотавивь выфсто 4х, Фи, ‚4, „т, ныь пропор- 
цональных величины Х,Х,,..Х„ получаемъ уразнешя сами 
е0бою удовлетворающеся: 
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@ф, 4$; 4$, 
ХЕХ, * Х,=0 
.^ ; 


И ф, " 


тАВ # можеть имЪть значешя отъ 1 до я. 
Отеюда видимъ, что интегрироване совокурныхь уравневй: 


бе, 


ы 


«водится на вахождене ® различных функц ф, удовлетво- 
рающихь уразневпо ©ъ частными производными, 


2 х,® № Хх 
дед. А. йе „Х,=юо, (6) 


й ® 


Наобороть яитегрировале уравнен!я сх частшыми пропз- 
водными перваго порядка и первой степени можно свести 
ка иотегрирорае совокупьыхь дэфференщальныхь уразне- 
в при всякомъ чисел перемивыхь. Пусть имфемь я--1 
перемВнныхь: т,т.„.й, 18% которыхь 2 разематриваегся 
хакь фунвця остальныхт, л уравнеже съ частными продз- 
водными иметь видъ: 


@ 4х @& 
о Х,-+ ды. Ха =щ2 


п 


Пусть иитеграль этого уравневя о==0, гдЪ х есть функ- 
ща всфхъ перемвнныхь. Дифференцируя уравнеше о==0 по 
каждой изъ независящихь перем нныхъ имземъ # уравнен!й: 


94 № 4% о 94 4 @ о 4$ @ 
Че. ав а, и 4, а Ч 
Опредёляя отеюда @_ „. и вставляя въ данное 
пе, * о, "ее, 
получвмь: 
42 4 [] 
шх+ у =. де. Хн 0; 
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& Это уравнеше, какъ видфли, удовлетворяется ® различин- 
ми фувюцями 9., $5,0, которыя, будучи приравнены по- 
стояннымь, служазть интегралами совокуппихь дифферен- 
альныхь уравнен!: 


Вообще же нзъ предыдущей теорш получаемь сафдующи 
предложеншя: 

1. Система сововупныхь дифферевальныхь уравненй 
перваго порядка еъ ® +1 перемфвнными выражается въ сям- 
метрической формб (2). 

2. Полное ршене этой системы завнонть оть нитегри- 
розашя дифференщальнахо уравпешя и-го порядка (3). 

3. Рьшеше выражается сиетемою язъ % уравнений, содер- 
жащихь, кромЪ перемфиныхь, я произвольныхь постози- 
выхъ. (5). 

4. Интегрироване ® совокупныхь травнешй перзаго по- 
рядка еводится ма отыскивае % разлячныхь функц, удов- 
детворяющихь уравнению съ частными производными перва- 
то порядка. (6), 

5. Наобороть интегрироваже уравяеня ст частными про- 
изводными нерваго порядка п первой степени съ л-н1т пе- 
ремфнными приводитея къ ивтегрирован!ю % совокуиныхь 
дифференщальныхь уравнен:й перваго порядка. 

$ 148. Интегрироване линейныхь уравненй перваго по- 
рядка съ постоянными коеффицентами. Для интегрирования 
такихъ уравнеый имфемь дза способа: 1) Приведеше къ 
дифференщальному уравненио высшаго порядка съ двумя пе- 
ренфнными. 2) Слособъ неопредфленныхь множителей (Да- 
дамберта), ы 


Пусть даны два уравнентя; 


$ 
же -— фу-нс, п =а'т--Кучес. 
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1-5 слособъ, Дифференцируя первое уравнеше по. & 
имемъ: 


Е +В м = (ан фаз (ав --)у-нас-нфе'. 


Изъ этого уравнешя и уравневя перваго исключныь у: 


т (ав) т (ад. 
Полагая а—-- м, получим: 
ы ии. -=(аб’ —6а')Е=0 


дн 


Поломивъь 6=0”', имфемь уравнеше для опредЪлевя т 


т’ — (авиа — Ва" 0. 
ТЕели корни этого уравневя различны, то 


Е т 
0е —+0.е ; 


еели же это уравнеме имфеть равные корнь, то 


ес, +0,). ^ 


ра ах 
Зная 5, наЙдемь 2, и опредбляя Др: по первому изъ дан- 
ныхь ураваешй находимь у. 


2-й споеобъ. Возьыемь т же уравненя; помноживъ вто- 
рое уравнеше на’ неопредфленнаго множвтеля ^, сложимъ 
его съ первымь, — получемъ: 


@--лЯ 
& 


—=(е—^а’) [== о, 


а 
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Для опредбленя ^ положимь: 


55° 
а--ла’ 


Позучимъ квадратное уравнеше, пусть Л, вл.—его корни. 
Тогда: 


Ч), и сн," 
= = у а 


ЧЕМ о с--А,е' 
—и о = [9 = . 


Интегралы этихъ уравневй еуть: 


себе 


Ча) 
= Се 


Эта интегралы и могуть служить къ опредбленио & и у, Но 
35 случа равныхь корней ^ этоть способъ неудовлетвори- 
теленъ. Чтобы перейтти къ случаю равныхь корней, подло- 
ЖимЪ во зторомь интеграл Л. =5--й я 0 =0-+С%, полу- 
чм: 


7 семе’-ыйе' а--а'{ а 
яму -- ооеме--ле =(0--0'%) К ы м и", 
у а ма’-ьла' © 


я] 


отсюда, пользуясь первымь интеграломъ: 


+ 1 (ае’—ва') ^_ В 


а , 
Сера © — <] 


а 
Разлагая е шо степенамъ 71, лёля вее уравиеше на № и 
полагая й==0, получаемъ второй интеграль въ тажомл-внд»: 


ас'—са’ 
(аа) 


(ана 


у-— =(0'--«0).е 


— 305 - 


$ 149. Прилощимъ т ше способы къ тому случаю, вогда 
коеффищенты 2 у неностоянные. Пусть даны уравненя: 


Че Ррн-уч- 7, Ра «у Г, 


тдё Р, ©, Г, Р', 9', Г’ суть функц 2. 


1-й способы: 


о су @1090\ ра 44090 Ч Р\ 
а - ( 9-й )- = Р-Р & 
пи та, 


"Такимъ. образомъ приходимъ къ интегрировано объкао- 
веннаго дифференщальнаго уравыен!я 2-го порядка: 


т 4% 
вы Ти - д" Т=тТ,, 


тд» Т., Л, Г, суть фунвши #. Бели положимъ р, 


то предыдущее уравнен!е принимает видъ: 


и РЕ ( + Е РТ, т, ; 


„ЯР __ т. @Р , 90909 
но Р-р РТ, -Т, = Р*-- а 2. -РЮ’—Р. 4 


ор. р аР_ ОР 
= Ро—ОР р ОР 


слфдовательно имфемъ уравнене: 


я (ч-- 51°). о ФРе=т, 


20 
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Откуда видимъ зто если Р/=0, то получаемь уравнене 


Й 


ннтеграль когораго можемъ найти, Итакъ, если въ одно изъ 
еовокупвыхь уравнен входить только одна функия, то 
интегрироваше сводится на интегрирован1е двухъ липенныхь 
уравненй 1-го порядка, на опредфхеше Е и по взвЪетной 


фулныи Ё на опредЗлене <, 


2-й способъ, бери бу-+ т, И: = ИР. в у--Р". 


Умножая второе уравнене на Х п складывая съ первымт,, 
Пплучиит: 


4 ие 


Др =реор и --кдуче Р-НА". 


а ау 42 
ну, - - 
Положимъ х--дуе=е, тогда Я А Е 9 и УР 


неше иривныаетъ видъ: 


р —@ ЕРАЗ) (9-2 Фу--Р--АР", иди 


Е ри Р-Р) гу [& (Р-Р) + 90-+20' ] «УзА, 


Опредзламъ ^ изь дифференщальнато уравнены: 


тд р-Р-0--9= 


Это уравнешю не линейное, но намъ достаточно знать два 
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частныхь его рфшешя; пусть эти частные интегралы будуть 
№ и ^,, тогда получимь уравнев!я: 


ы (Р-Р а Р-Р, 


1 ред, Уча, У. 
Изь этихь двухь уравнешй получимь: 


аа му, с), 


Аут: (со) 


8 150. Способъ Даламберта можно приложчть къ сиете- 
ив липейвыхъ дифференцальныхь уравнешй первего порадки 
сь й-+1 леремфнными. Возьмем такую сиетему: 


Ч 


РИ + Р-Р Яи--Т,, 


= Р-Р. Р,®аи-Т., 


[12 
= р-р, Р-Р; 


ГД вов Рин РГ суть функции & 

Помножимъ первое уравнене на, зторое—нал,,.... пред- 
посл6днее—на \,„_, и послёднее на 1; во ати уравневя 
сложимь п положимъ: 


НА, нА, 


= 
и +, _ 


А и 7 
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А-а, Рин, Р-Р, 


О И И Е 


ии Ан 


А, ТН, Уна Р-Р ЕЙ; 
позучимь: 
@ а 4, , а сь 
4 жж @ в а Р-НЕ... 


5, -+ 1, пли; 


мя 


4 = (^ = р И (==) Ра, 


4 — 2, Она (® — г —^, ,.) = 


@^ 9% 
м, (>. —# _ 2, Ни (..-. -- ее Ан ,,). 


Дая опредфлешя ^,, ,... положнмъ: 


а, . 
а, НР ==0 , 


& 


а 
4 "— 


Эти уравнены не линейныя, но намъ достаточно знать ® 
системы частныхь рЬшен!Й для велизинъ А. Найдя эти я ен- 
стемъ частныхь рёшенй, для опредфленнт & будеыь ныфть: 


РиНРа и =50, 


42 


=? И, 
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линейное уравненте перзаго порядка, изъ котораго получинъ 
ВЕЛ "о, 4 
в " [ в—| Е | ы и}. 


Такихъ выражений дня получимъ я соотвётетвенно # си- 
стемимъ зналенй 7. 
Обозначая различных сиетемы значенй А,, ,, 


. чрезъ 


> { 
7.9, 7,9, 


шла У) 
9, №0 и А, 


о 
м ', 2, 


пыемь: 


Аб НО -Нен-НАЙ 1 


а ина, _ 


Рвшая этв и уравненй, получаемъ: 
ата, 


т: 


в. 
“из 


тд коеффищенты 1' суть фуяющи 7.) А» 
Означныв чрезъь Х, значене 2, когда лолагаемь поетоян- 
ныя О равными нулю, другими словами-—означимъ чрезь Х; 
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частное значен!е у, означимъ танже чрезъ У; значен!е той- 
зе функцш х„ когда полагаемь послёдые члены данныхь 
уравненй: 1,, \.... равными нулю; очевидно, что предыду- 
пя зпраженй 2; можно написать такъ, 


2,=Х,-+ У, м. ==Х.-+ У, =Х,-+У,. 


+ 3. 


Откуда получпыъ тоорему: 

Значеня 2 л2,„.„ составляющуя ничегральную снстему 
дан ‘ланнихь совокулныхь дафферевшальныхь уравненй, 
получаются, придавая къ частнымь рёшешямь этихь урав- 
нешй соотвфтетвенныя обиуя р®шевя совокупныхь уравне- 
ый безь послВднахь. чаеновъ. 

$ 151. Еогда коеффищенты данной системы совокупныхь 
уравневй постоянны, 10 множитель \ можно принять за 
постоянныя всличипы; ураваены для ихъ опредёлевя ири- 
муть видъ: 


А.Р. 


плы обозначая Р, чрез о; 


о, АР, _аР--Р й 


О в и 


Жф 


п замфння Р,Р.... ихъ выражешями, получныз: 
(Р-р, Ре, --..-Р®-®, ,-Р®о, 
В+ (Р. 9—5 ое и 


РИ, -.и-РА- А+ (В, р) 


Исключая изъ этихь уравневй: ^,,Л, 
уравнене для опредфлешя 0: 


Р.—,Р.9.....Р. Ио ®рию | 
р: Ре..." р. 


А получниь 
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Это уравневе я-ной степени иодаеть и значен! о, вел®д- 
сте этого каждое изъ ^ получаеть также ® впаченй. По 
этим значешямь находимь въ случа неравныхь ^ значевя 
для #, ивчегрируя линейное уразнене 1-го порядка, 

Въ случай же ифкоторыхь нзЪ значевй р равныхь, мож- 
но употребить епособт, употребленный при интегрирован 
двухъ еовокупныхь уразнснй. 

8 152, Когда коеффищевти Р,Р,... постоянны, и доелёх- 
нихь членовъ въ уравнешяхь ыёть, то можао получить нн- 
тегралы синтетически. Пусть далы уравнешя: 


4 


Р-Р Риме, 


В Р-Р. .--Р и 


со 


положимъ; 2 


Подетавляя эти величины въ данныя уравнея!я, получаемт, 
точно тая же уравнемя для опредфлевия р, ^,, А,... как 
въ предыдущемь $; интегралы же въ случа неравныхь кор- 
ней р можно написать так: 


Л — рый 
доме Се Се", 


гад —р$ 


«бе ее ольме ®, 


—н 
...-к Сие". 


Ву случай двухъ корней р, и р, равныхь члены отвЪчаю- 
цИе этим коряямъ замфиятся вираженими: 


— ре —р® 
9 (б--блум ее (б--би, их. д. 


— 312 — 


Наконець въ случа мномыхь корней, два члена от ча- 
юние ДБУМЪ МНЯМЫМЬ сопроженнымь корнамъ замнятся вы- 
ражещемт: 

Асоб(ий-+ 


=), 
тд А ие ив произвольныя постоянны. 
. Зная интегралы уравневй: 


ть. 4. 
#, ты . 


@ 


УР... Прайм...) 


гдВ веБ Р; постоянны, можно пайти интегразы уравненй: 


УРА, (2) 


ГД У, У.»..^, КАЩЯ-Нибудь фуякци &, до способу измфие- 
ня постоянныхь произвольныхь. Пусть интегралы уравне- 
в! (2) пыБють тот же вндъ какъ и интегралы уравненй 
(1), только Сь0,,..С, непоетоянцыя, а фузкци & Всотавлая 
эти нязегралы въ уривнешя (2) въ этомъ предположенм, 
можемь опредфлить (,,0.,„.(С„ изъ уравненй: 


-- ас, ол 
в 


17$ 7, Т...Т„ вуть фунющи &, и отсюда: 


$ 
1.4. 


